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Prologo 

Esie libro se ha concebido como complemento a los textos usuales de electricidad o bien como 
libro de texto basico para un primer curso de analisis de circuitos. En el se ha dado una importancia 
especial a las leyes fundamentales, a los teoremas y a las tecnicas que son comunes a los diversos enfo- 
ques expuestos en olras obras. 

Esia dividido en capitulos que tratan los campos de teoria y estudio ya reconocidos. Cada capi- 
tulo empieza por establecer las definiciones, teoremas y principios pertinentes, junto con ejempios, 
acuras y demas material aclaratorio. A continuad6n, se presentan dos series, adecuadamente gradua- 
das, de problemas resueltos y de problemas propuestos. Los primeros sirven para aclarar y ampliar 
la teoria. Presentan metodos de andlisis, proporcionan ejemplos practices y centran la atencion en aque- 
Uos aspectos de detalle que son esenciales para que el alumno pueda aplicar correctamente y con segu- 
ndad los principios fundamentaies. El gran ntimero de problemas propuestos como complemento per- 
niite realizar un repaso de todas las materias contetiidas en el capitulo. 

Los temas tratados incluyen el analisis de respuestas y formas de ondas, sistema de numeros com- 
2,ejos, notacion matricial, circuitos en serie y paralelos, potencia y factor de potencia, fen6menos de 
r^sonancia. Se han utilizado amphamente las matrices y determinantes en el estudio de los melodos 
CI analisis basadQs^ejiias^cofr4efttes,€n4asma4}asytes tinstones en los nudos;Tai^^ se ha empleado 
e: ^Icuto malncia! en el estudio de las transformaciones estreila-lrianguio y en los teoremas de circuitos, 
:a.es como los de superposicion y reciprocidad. Se ha procurado explicarcon sumo delalle el tema de los 
rj^uitos con acopio magnetico y lo mismo puede decirse de los sistemas polifisicos de todos los tipos, 
csdicando atencion especial al circuito equivalente monof;isico por sus importantes aplicaciones. Se 
£s:udian, simuUaneamente. las series trigonometricas y las exponenciales de Fourier, verificando fre- 
r^-cnies conversiones de los coeficientes de unas a otras para ver con claridad su correspondencia. El 
r?gimcn transitono en corrientes continua y alterna se explica y resuelve empleando ecuaciones diferen- 
r-iles clasicas. de manera que esta materia puede estudiarse perfectamente antes de ver la notacidn fa- 
scnai del Capitulo 5; en rigor, asi se recomienda para aquellos alumnos cuyos conocimientos matema- 
-_co5 se io permitan. EI metodo de la transformada de Laplace se aplica a muchos de los problemas ya 
esxdiados y resueltos en el Capitulo 16 por ecuaciones diferenciales. Esto permite comparar los dos 
=eixios y ver claramente las peculiaridades y ventajas del metodo en cuestion. 

Queremos aprovechar esta ocasion para expresar profunda gratitud al personal de la Schaum 
i^-blishing Company y, en especial, al senor Nicola Miracapillo, por sus valiosas sugerencias y util co- 
iboracion. A mi esposa Nina le debo mucho mas que un simple agradecimiento por su continuo apoyo 
, e&umulo que tanto han contribuido a la realizacion de esta obra. 

JOSEPH A. EDMINISTER 

L-:'-eTs:dad de Akron 
;< it agosto de 1965 
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Capitulo 1 



Definiciones y parametros de un circuito 

SISTEMAS DE UNIDADES 

En ingenieria electrica se emplea el sistema internacional de unidades S. I., que considera como 
magnitudes fundamentales la iongitud (L), la masa {M\ el tiempo {T) y la intensidad de corriente (/), 
cuyas unidades respectivas son el metro (ra), el kilogramo {kg), el segundo (s) y el amperio (A). Abre- 
viadamente, este sistema se llama mksa, que corresponde a las iniciales de las unidades citadas. 

Todas las f6rmulas del libro aparecen racionalizadas, es decir, la constante de la ley de Coulomb 
dc la elecirostitica se iguala a l/47ce, y la correspondicnte a la ley de Laplace del magnetismo sc iguala 
a fi/^n. 

La unidad de fuerza en el sistema racionalizado mksa es derivada ; se llama newton y tiene de sim- 
boio N. Una fuerza de 1 newton es aquella que aplicada a un s61ido de 1 kilogramo de masa le comunica 
una aceleraci6n de 1 metro por segundo en cada segundo. For consiguiente: 

Fuerza (N) = masa (kg) x aceleraci6n (m/s^) 

La imidad de trabajo y, por tanto, la de energia, tambien es derivada ; se llama julio (J) y correspon- 
de al trabajo realizado por una fuerza de 1 newton cuando su punto de aplicacion se desplaza 1 metro 
en la direcci6n del movimiento. La unidad de potencia, en estas condiciones, se llama vatic (W) y co- 
rresponde al julio por segundo. Resumiendo, pues, lJ~lN"mylW=l J/s. 

LEY DE COULOMB 

Establece que la fuerza (de atraccion o de repulsion) entre dos cargas eiectricas puntuales, g y q\ 
es directamente proporcional al producto de ambas e inversamente proporcional al cuadrado de su 
distancia r, Matematicamente, se escribe en la forma 

^ = *f 

siendo k la constante de proporcionalidad (con dimensiones) y que depende, por una parte, del sistema 
de unidades empleado y, por otra, del medio donde esten situadas las cargas. Concretamente, en el sis- 
tema mksa en el que la unidad de carga electrica es derivada y se llama culombio (C), y en el vacio o 
cspacio libre el valor de dicha constante es 

Como ya hemos adelantado, el sistema mksa racionalizado es aquel que hace fcQ — - — ' con lo 

1 ' 1 

que la ley de Coulomb adquiere la forma F =- — - ^, En el vacio (subindice cero)tendreraos atq = -— ™» 

de donde | ^ jq-^ 

4j^ " 4n{9 X 10^) ^ T6 



-11 /^2/XT . _2 



to = tV ^ A ic. iM^ = ^^ = 8,85 X 10' ^^ C'/N * m 



Si el medio donde se hallan las cargas no es el vacio, la fuerza que aparece entre las cargas inducidas 
reduce la rcsultante. En el aire, el valor de e es ligeramente superior a e^ y, en la practica, se consideran 
iguaies. Para otros medios distintos del aire, el valor de e se define por 

en donde K es una constante de proporcionalidad adiniensional que se llama constante dielecirica re- 
laiiva capacidad inductiva especifica del medio en cuestion. El valor € = Xe^) se dcnomm^ permitividad 
o constante dielecirica absoluta del medio, con lo que % es \2i permitividad del vacio. Para el espacio libre, 
pues, a: = 1 y e = eg. 

Hemos dicho anteriormente que la unidad de carga en el sistema mksa es el culombio (C); se puede 
dcfinir como aquella carga que, siluada frente a otra igual a 1 meiro de distancia y en el vacio, se repelen 
con una fuerza de 9 x 10^ newton. Los submiiltiplos mis utilizados del culombio son 

1 ^C =^ 1 microculombio = 10"^ C 
1 pC ^ 1 picoculombio = 10"^^ C 

La carga elemental correspondicnte al electron { — e), o al proton { + e), vale e = 1,602 x 10"***C, 

1 
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DIFERENCU DE POl ENCUL v 

La diferencia de potencial o tension v entre dos puntos de un campo electrico es, por definicion, 
el trabajo necesario para desplazar la unidad de carga electrica positiva de un punto at otro en contra 
o a favor de las fuerzas del campo. En el sistema mksa, la unidad de diferencia de potencial es el voltio 
(V) y corresponde al trabajo de 1 julio (J) al desplazar 1 culombio (C) de carga de uno at otro punto, 
es decir, 1 V = 1 J/C. 

Si entre dos punlos existe una diferencia de potenciai t^ (d.d.pO, el trabajo necesario para desplazar 
una carga q sera qv y la carga se moverd del punto de mayor al de menor potenciaL 

Un agente o dispositivo, tal como una bateria o un generador, posee una fuerza electromotriz (f.e.m,) 
si es capaz de suministrar a una carga electrica la energia suficiente para hacerla circular por el, del ter- 
minal de menor al de mayor potencial. La f.e.m. se mide por la d.d.p. en bomes del generador cuando 
no suministra corriente electrica, es decir, en circuit© abierto. 



CORRIENTE ELECTRICA / 

Todo cuerpo con electrones Ubres capaces de moverse entre los itomos de la red crislalina del raismo 
se llama conductor. Una de las causas que origina este movimiento es la aplicacion al conductor de una 
diferencia de potencial, 

Cuando de un punto a otro de un conductor se desplaza una o mds cargas electricas diremos que 
circula por el una corriente electrica. Si la carga se transfiere a una velocidad de 1 culombio por segun- 
do (C/s) la corriente por el conductor tiene una intensidad de 1 amperio (A); es decir, 1 A = 1 C/s, 
En general, la intensidad de corriente instantinea / en uff conductor cs 



/ (A) - 



dq{C) 



Por convenio, se ha establecido como sen- 
tido positivo de la intensidad de la corriente 
electrica e! opuesto al del movimiento de los 
electrones. Vease Figura 1-L 




••'^ rnovimicDto de los eltctrODCi 
KDtido de ti cofriente i * 



Flc 1-1 



POTENCIA p 

La potencia eiectrica p se define por el producto de la diferencia de potencial o tension aplicada v 
y la intensidad de corriente i a que da lugar. La unidad de potencia es el vatio (W), de manera que 
1 W = 1 V ' A. Matematica se escribe; 

^(W) = ij(V) X /(A) 

Por definicion, corriente electrica positiva es aquella que circu- 
la en el sentido indicado por la flecha que aparece en el generador o 
fuente de tension^ es decir, del terminal o polo negative al positivo, 
como se indica en la Fig. 1-2. Si la potencia p es positiva quiere 
decir que la fuente entrega corriente a! circuito, esto es, suministra 
energia. 

En el caso de que la potencia p sea una funcion periodica del 
tiempo t, de periodo 7, se define el valor medio por; 

1 r"^ 

Potencia media P = „ I P dt 




Fig, 1-2 



tX 



ENERGU w 

Como la potencia p es la variacidn de energia transferida en la unidad de tiempo. 



P 



dw 
lit 



de donde W 






dt 



siendo W la energia total suministrada durante un intervalo de tiempo dado. 
La unidad de energia, como ya dijimos, es el julio; IJ ^ i W ■ s. 
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DEFINICIONES V PARA METROS DE UN CIRCUITO 



ELEMENTO RESISTIVO» BOBINA V CONDENSADOR 

Al suministrar energia electnca a un elemento pasivo de un circuito, cste se comporta o responde 
de una. o mas, de estas tres formas, Si la energia la disipa el elemento. es resistivo puro; si la almacena 
en un campo magnetico, es una bobina pura, y si )a acumula en un campo el6ctrico, es un condensador 
puro. En la practica, ios componentes de un circuito se comportan de mas de una de dichas formas 
y muchas veces de las tres simultaneamente ; pero !o normal es que predomine uno de Ios efcctos citados 
sobrc Ios otros. Se puede diseiiar una bobina con un gran eoeficiente de autoinduccion; sin embargo, 
d hilo con et que se fabnca presenla cierta resistencia imposible de anular; es un ejemplo tipico de un 
clcmcnto, bobina, que se comporta ante la energia electnca de dos maneras, es decir. tiene dos prooie- 
dades. '^ *^ 



RESISTENCU R 

La diferencia de potencial v{t] en bornes o terminales de un elemento 
resistivo puro es directamente proporcional a la intensidad de corriente 
i(/) que circula por el. La constante de proporcionalidad /? se llama resis- 
tencia electrica del elemento. Matematicamente sc expresa en la forma. 



m 



v{t) ^ Ri{t) obien i{t) = 



v(t) 
R 



vit) 



Fig.l-S 



La unidad de medida de Ja resistencia en el sistema mksa es el ohmio {il) 
y corresponde a la resistencia de un elemento que al aplicarle una d.d.p. 
dc 1 voltio circula por el 1 amperio, es decir, 1 £2 == 1 V/A. 

Observese que no se ha hecho restriccion alguna sobre la forma de las funciones y(r) e ;(/); pueden 
scr constantes en d tiempo, como ocurre en Ios circuitos dc corriente continua (c.c.) o funciones trigo- 
nomelricas scno o coseno, como en Ios circuitos de corriente alterna (c.a.), 

Respecto a la notacidn, las funciones del tiempo las representaremos por letras mimlsculas (v, i, p)\ 
las magmtudes constantes se indicaran por las mayiisculas correspondientes (K /, P), asi como Ios pi- 
cos, valores maximos o amplitudes con el subtndice m {V I P \ 

AUTOINDUCCION L 

Al variar con respecto al tiempo la corriente que circula por un cir- 
cuito, el flujo magnetico que lo atraviesa experimenta Ios mismos cambios. 
Ahora bien, loda variacion de flujo magnetico origina una fuerza electro- 
motriz que se opone a dicha variacion. En estas condiciones, si por una 
bobina circula una corriente de intensidad variable, se origina en ella 
una f.e.m, inducida v que es directamente proporcional, siempre que la 
pcrmeabilidad magnetica sea constante, a la variaci6n con respecto al 
tiempo de dicha intensidad, Matematicamente se expresa en la forma 



i<e) 



fU) 



v{t) = L~ obien i{t) = j^f V 



Fig. 1.4 



dt 



El coeficiente de proporcionalidad L se llama coeficiente de auioinduccion o, simplemente, autoinduccion 
6c la bobina. 

Si la tension v se expresa en voltios (V) y di/dt en ampcrios/segundo (A/s) el coeficiente de autoin- 
duccion L se mide en vokios x segundo/amperio y se llama henrio (H); es decir, 1 H = 1 V - s/A. Segun 
esto. una bobina tiene un coeficiente de autoinduccion de 1 H si al circular por ella una corriente que 
varie a razbn de 1 A/s se induce una f.e.m. entre sus bornes de 1 V. 



CAPACI0AD C 

La difercncia de potencial u en bornes de un condensador es propor- 
cional a la carga q en el almacenada. La constante de proporcionalidad C 
X llama capacidad del condensador. Matematicamente se expresa en la 
forma 

_ dq _ ^dv 

dt ~ ^ dt' 



i(t) 



«(() = Cv{t), i = ^ 



v{t) " -p, I idt 



^m 
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DEFINICIONES Y PARA METROS DE UN CIRCUITO 



[CAP. 1 



En el sistema mksa la unidad de capacidad se Wam^ faradio (F). La capacidad de un condensador 
es de 1 faradio cuando alniacetia 1 culombio (C) de carga al aplicarle una d.d,p. de 1 voHio; es decir, 
I p ^ 1 C/V. Como se trata de una unidad muy grande, se emplean los submultiplos siguientes: 



luF = I microfaradio = tO"* F y 1 pF = 1 picofaradio - 10"^^ F 



LEYES DE KERCHHOFF 

1 La suma de las intensidades de corriente que Uegan a un nudo es igual a la suraa de las inten- 
sidades que saleti de el Si se consideran positivas las corrientes que llegan y negativas las que salen, esta 
ley establece que la suma algebraica de las intensidades de lodas las corrientes que concurren en un nudo 
es cero. 





I imcnsidadci que enlran « 1 micnsidadc!^ msc salcn 
ii + i) =^ ii + i* + ^* 
o bi«n tt + i> — i$ — U — ii = 
Fig. 1-6 



I ^ubiditii de lension = Z caidas Je icnsion 
v^ - V, = Ri-\- Udildi) 
o bicn V* - V, - ffi - Lidildt) - 
Fig. 1-7 



1 En un circuito cerrado o malla, la suma algebraica de las fucraas electromotnces aphcadas, 
o subidas de tension, es igual a la suma algebraica de las caidas de tension en todos los elementos pa&i- 
vos En otras paiabras, la suma algebraica de las diferencias de potendal en todo circuito cerrado es 
nula Es importante observar que las fuerzas electromotnces de las fuentes o gencradores que contenga 
la malla han de sumarse algebraicameme. considerando como positivas las fuentes cyyo senttdo de 
polaridadcs {de - a '^) coincida con el asignado previamente a la comenle en el circmto. 

Respuesla de los elementos pasivos de un circuito 



Etemento 



Resisteiicia R 
(resisuvo) 



Autornduccion t 
(bobiiia) 



Capacidad C 
(condcniiiidor) 



Teiisi6n 
en bornes del elemenro 



v{t) = Riit) 



m = i-f 



"CI = sJ 



idt 



Corriente 
per fl eletoetito 



at) 



R 



m 



= "•" 



i(t] - c 



dv_ 
dt 



Sfatema intemadona! de iinidades mkm 



Magnitud 



Longiiud 
Masa 

Tiempo 
Fuerza 
Energia 
Poiencia 



/ 

m 

t 

i^. p 



Unidftil 



meuo 
kilogramo 

newton 
Jutio 



m 

s 

N 

J 

W 



Magnitud 



Unidad 



Carga 




Q.^ 


culombio * 


. Potencial 




k, V 


vollio ^ 


Corriente 




h i 


ampeno ^ 


Resislencia 




R 


ohmio ! 


Autoinducci 


6n 


L 


hcnnp 


Capacidad 




C 


faradio 



c 

V 
A 

K 

F 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 



Problemas resueltos 

I-l En el circuito cerrado de la Fig. 1-8 la tension aplicada es K = 45 voltios. Hallar ]a intensidad de 
la corriente que circula por el, asi como ta caida de tension y la potencia disipada en cada elemento 
resistivo del mismo. 



En una malla o circuito cerrado la suma algebraica de las iiubi- 
das de la tension (originadas por las fuerzas electromatrices de las 
fucntes) es igual a la suma correspondiente de las caldus en sus ele- 
mentos. Por tanto. 

V = (2)/ + {6)1 + (7)/, 45 =15/, / = 3 A 

La caida de tension en el elemento resistive de 2 Q cs Fj = R^i = 
<2K3) = 6 V. Anirogamente. V^ = (6)(3) ~ 18 V, y K^ = 21 V. 

La potencia disipada por el elemento de 2 nes/*! = V^J— (6)(3) = 
ISWobicnPj = Rjf^ = (2){3)^ = 18 W. An^logamente./'^ - KJ = 
54 W, y f, = Vjf = 63 W. 




45 V 



2lt 



7n 



Fiff.1-8 



en 



1-2 Una corriente ly se divide entre dos ramas «n paralelo de resistencias ^i y ^2 respectivamente, 
como indica la Fig. 1-9. Deducir las expresiones de las intensidades de corriente /j e /^ en cada 
una de las ramas. 



En cada rama, la caida de ten:>idn ha de ser la misma: V - 
^(/, = ffj/j. Por consiguienlc, 

/, = /. + /. = I^ + J^ = v(^+i) 

dcdonde ^' =(^7^)'r- Analogameme. J, = (r^+Tr,) ^r- 

1-3 Tres resistencias, i?i, ^^ y ^3, est^n asociadas en paralelo; 
como indica la Fig. I-IO. Deducir la expresion de la resis- 
tencia equivalenle R^ del circuito. 

Se supone aplicada una tension v{t] entre los puntos A y B, con 
lo cual circularin por las resistencias Ri, Rt y R^ unas corrienies 
de intensidades i^U), 12(0, 'jtO. respectivamente. La corriente por R^ 
dcbe ser la intensidad total jV(/). Por taotOi v{t) - Riiiit) ^ Riitit) - 
Aj/jCl = R,itU)' y 

i^m = MO + MO + Mt) obien # = # + 4^ + ^ 

Kf Ki K% tCt 



Es decir. 



1- = X+X + J. 

JBf Ri Rt j?] 



En un circuito paralelo de dos ramas, _L — J^ 4- J_, 

Rf Rt Ri 

1-4 El circuito de la Fig. l-Jt contiene dos fuentes de tension 
constanie, V^i y V^. i,Que energia suministra cada una de 
eUas? 

La suma de las subidas At tensidn «s igual a la suma de las caidas 
de tension en todo circuito cerrado; por consiguienlc, 

20 - 50 = (l)/+ (2)/, /= -10 A 

Potencia suminisirada por V^ =>■ VJ = 20(-10) = -200 W. 
Potencia sumimstrada por Kg = J^^/ = 50(10) = 500 W. 



It 



A 



/. 









V 
Fig. 1-9 

Rx 



. Rt 



.^> Rt 

— wmr- 



Fig. 1-10 
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1-5 En el circuito de la Fig. I -1 2(a) la tensidn del generador viene 
dada por ij(/) = 150 sen wf. Haliar ta intensidad tit), la polencia 
instantinea p{t) y la potcncia media P. 



at) = ^v{t) = 



160 
25 



sen u£ = 6 sen u( A 



pit) = v{t}i(t) - (160senuf)(6scnu0 = 90aseo»«tW 

900 



P = 



900 sen' uf rfi»ij ~ 






900 j- J,, _ 



cos2ue) d(ut} 




450 W 



Fig.t-U(ay 



La corriente i(0 esti relacionada, como hemes visto. coq la len^ion vii) por la consuinte R. La curva de po- 
tericia instantAnea sc puede deducir puQio a punto muitjplicando las ordenadas correspondienles de ij e (, como 
se indica en la Fig. \A2{b). Observese qtie ad como y e f son ambas posittvas o ambas negativas en cuaJquier 
insiante. su producto siempre es positive. Esto concucrda con el principio de conservaci6n de la energia, esto 
es: siempre que circuta una corrienie etecirica a uaves de una resistencia se consume una eaergla electrica que 
ha de ser prciporciooada constantementc por algiin geoerador. 




L 



1 2 3 4 fi SxlD"i 



50 



L 



t 2 



4 6 6>l0-*« 



2S0 




i 



8xlO-'s 



Fig,l-12(i) Fig.M3- 

1-6 La funci6n de intensidad de corriente de la Fig. M3 es una onda cuadrada periodica. Con esta 
corriente, circulando por una resisiencia pura de 10 ohmios, obtener las curvas de tension v{t) 
y de potenda pU) instan tineas. 

La tcn&ion es directamenic proporcional a la intensidad de corriente, ii(0 = A »(0- ^i valor roaximo es 
^U. = (5KI0) = 50 V. 

La curva dc potencia se obtiene punto a punto por eJ produciD p - m. E! valor miximo cs v^titAt = 
(50K5) = 250 W, 
1-7 La funci6n de intensidad de corriente de ia Fig. i-H es un diente de sierra peri6dico que se aplica 
a una resistencia pura de 5 ohmios. Haliar los valorcs instantineos v{t) y p{t) y la potencia media F, 

Como v{i) - iti{t), v„,n = fiu,« = (51(10} = 50 V 



Para < t < 2X 10"= s. 



10 



2 X 10-* 
u =; i?i = 25 X 10^*, p - vi ~ 125 X 10H\ 



i = 5 X lO^t. Por tamo. 



2X10 



J 



125 X lO't' dt ~ 167 W 
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*"'«•»-'* Fig. MS 

W En cl circuito de la Fig. M5, la intensidad de corriente por la resistencia de 5 ohmios es i{t) - 
6 sen o}t amperios. (a) Hallar la corriente en las resistencias de 15 y de 10 ohmios, asi como las 
tensiones entrc ay by entre bye. (b) Calcular la potencia media e instantinea consumida en cada 
resistencia. 

[a) La icnsi6n v^ en las resistencias de 5 O y 15 Q ha de ser la misiiia; por tanto, 

"*« = ^sh = (5)(6 sen w/} ^ 30 sen oj/ e I'l, ^ vJR^^ ^lsen<ot 
Abora bien, j\o = (ij + f, = 8 sen w/, con lo que v^ = /^i^/io = 80 sea tui 

(6) U potenda instentdnea es p = ui. De esta fonna, p, ^ (30 sen a«)(6 sen cu/) = 180 sen' att, AniloMmen- 
te. Pis = 60 sen^ w/ y p^^ = 640 sen* cu/. 

La potencia media en la resistencia de 5 £1 es 

Pi = - r 180sen'«td(uf) = - f 180[J(1 - cos2«()j dM) ^ 90 W 
Del mismo modo se obtienea /'is = 30 W y /',o - 320 W. 
1-9 En boraes de una resistencia pura de 2 ohmios se aplica una tension v{t) dada por 



v{t) = 50 



(<.t)^ (,.0^ (<„<)• ^ 



voJtios 



Detenninar la intensidad de corriente y potencia disipada por este elemento, 

Dcsarrollando cos x en serie de potencias de a-, coax — 1 — ^+ - — £-+,.,. 

2! 4! 6! 

Por consiguiente, ip(*) = mcoswt, t(0 = 2Bco»u)i, p{t) = 1250 cos* uf, y p = 625 W. 



I-IO En boraes de una bobina pura de autoinducci6n L = 0,02 
henrios se aplica la tension i3(/) == 150 sen 1000/. Hallar la 
corriente /(/), la potencia instantdnea^(/) y la potencia media P. 



_ j_50/ -cos 1000 f \ 

0.02\ 1000 J ^' 



sen 1000^ dt 
,5 cos lOOOf A 




^(0 



0.02 H 



Fig. 1-I6(a) 



/»=«■= - !50(7,5Ki sen 20000 = - 562,5 sen 2000r W, [xn x coi x ^ { sen 2x.} Evidentemcnte, la potea- 
cia media P es cero, como se indica en la Figura M6{6). 
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J-11 Por una bobina pura de autoinduccion igual a 3 milihenrios circula una corriente cuya forma 
de onda es la representada en la Fig. 1-17. Dibujar la grafica de la tension r(/) y de la potencia 
instantanea pii). ^.Cual es la potencia media /*? 

La intensidad de corricme instantanea iUi viene dada por Ivedse Fig. i-17}; 



(1) < t < 2ina 

(2) 2 < f < 4 ms 

(3) 4 < ( < 6 ms 

(4) 6 < t < 8 ms 

(5) 8 < t < 10 ms 



= Sxio^t 

= 10 

= 10 ~ 10 X 10*(t - 4 X 10-») = 50 - 10 X 10'£ 

- -10 

- -10 + 5 X 10'(t - 8 X 10"'J = -50 -(- 5 X 10*t 

Las tensiones correspondientes sen: 



(1) r^ ^ L^^ = 3xlO-^j^{bxiOH) = 15 V 



(2) V, = L 



<It 



3X10-'£a0) = 



(3) v^ = L~ = 3 X 10-*|-(60 - lOx 10**) = -30 V, etc. 

Los valores de ta potencia instantanea correspondiente son: 

(1) p - vi = 15(5 X lO'O = 76 X lO^f VV 

(2) p = vi ~ 0(10) = W 

(3) p = vi " -30(60 - 10 X lOH) = -1600 + 300 x lO't W, etc, 
La potencia media P es, evidentemcnte, nuJa. 



1-12 En el circuito constituido por dos bobinas de autoinduccion 
Li y L2 conectadas en serie se introduce un generador de ten- 
sion [!(/), Hallar la autoinduccion equivalente L^ que puede 
sustituirlas y por la que circularia la misma intensidad de 
corriente. 



Tension jpiicada = caida de tension en L^ -1- caida de tension en £3 

v{t) 
de donde I,, 






di_ 
dt 

L^ + U. 



to 



v{t] 



Fig. M8 
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1-13 Hallar la autoinduccion L^ de la bobina equivalente a dos bobinas de autoinducciones L^ y Lj 
asociadas en paralelo como se rcpresenta en la Figura 1-19. 

Supongamos aplicada una tension y(0 en los homes de k asociacion en paralelo, y que las corrientes que 
circulan por Li y Li.sean ii e /j, respcctivamenlc- Como la intensidad total i^ es la suma de las intensidadcs 
en cada rama, 



For tanto. 



tr = t] + ii a bien T"(^^* " j^i^dt + Y-Cv 
J— — J — r y- o bien Lt — -=-■■ - " 



dt 



EI reclproco dc la autoinducci6n dc la bobina equivalente a un niimero cualquiera de bobinas asociadas 
en paralelo es la suma de los reciprocos de las autoinducciones individuales. 



It 









^(0 
Fig. 1-19 



0.2 H 
-^WP 1 



O.J H 



0.6 H 



Fig. 1-20 



1-14 Tres bobinas puras estin conectadas como indica la Fig. 1-20. iCual es la autoinduccion equiva- 
lente L^ de la bobina que puede sustituir a todo el circuito? 



LiLj 



La autoinduccion equivalente de la asociaci6n en paralelo es L. — 
La autoinduccion equivalente del circuito es L, = 0,2 + i^ => 0,4 H. 



(0,3)(0.6) 
0,3 + 0,6 



= 0,2 H. 



1-15 Por una bobtna pura circuJa una corriente de intensidad i{t) — f„ sen ot. Suponiendo que la 
energia alraacenada en el campo magnetico es cero para / - 0, obtener y dibujar J a funcion de 
energia w{t). 



Pit) 
Mt) 



— L-r-{Im sen at) — uLIm cos ut 



— vi = uLImScnut co&i,it = ^biL/ti sen 2<ot 

= J |uL/l sen 2«t di = ^Lll[~'C0^2»t + 1] ~ ^LJ%^en*wi 



Para on = rt/2, 37i/2, 57e/2, etc., la energia almacenada es maxima e igual a ^L/^. Para tat = 0, n, 
2rr, 3n, etc., dicha energia es cero. En la Pig. 1-21 se pueden observar estos resultados. 

Cuando/t(/J es positiva, la energia se almacwna en ia bobina. En los intervalos dip{t) negativa, la energia 
del catnpo magnetico pasa de la bobina al generador, Asi, pues, una bobina pura no consume energia. La po- 
tencia media es aula y no extste transmision de energia. 

H^.l"',^^^ 





Fig. 1-21 
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J-16 Consideremos un condensador puro al que se le aplica una tension v{t) = V^ sen to/. Hallar la 
intensidad i{i), la potencia /»(/), la carga q{,t) y la energia w{t) almacenada en el campo electrico 
suponiendo que wit] - en el instante / = 0, 

i{t'} ~ Cdv/dt - uCV^cosi^tA 
g(t) ~ Cv ~ CV„ sen <ji C 



w(t) 



i> 



dt 



iCVl(l "cos2wt) = ^CV-sen*ui*J 



Para u>/ = 7i/2, 3n/2, Sn/'l, etC:, !a energia almacenada es maxima e igual a jCVi- Cuando t = 0, n, 2n, 
3ji, etc., la energia almacenada es nula. Todo esto se pone de manifiesto en la Figura 1-22. 

Durante los intervalos en que p{t) es positiva, la energia pasa del generador al campo electrico del cpn- 
densador y se va alniacenando en el, Cuando p{i)es negativa, la energia almacenada retoma al generador. La 
potencia media es nula y no exisie transmision de energia - 

P 




uiCV 





-uCF* 



Kig.1-22 

1-17 Hatlar la capacidad equivalente de la asociacion en paralelo de Ics dos condensadores Ci y C^ 
que se indican en la Figura 1-23. 

Supongamos aplicada una tension i!(/) a la combinacion en paralelo de dichos condensadores, y sean i^ 
e ii las intensidades de corrientes que circulan por Cj y Cj, respectivamenic. En estas condiciones, si la inten. 
sidad total es ij, 

I, .= ii + u o bien C.^.vit) = C,j- v{t) + C^^vHl con lo queC. = Ci + Ci 



dt 



La capacidad del condensador equivalente de un niimero cualquiera de condensadores asociados en pa- 
ralelo es la suma de las capacidades individualcs. 




f 



Vi 



4F 



v{t) 



FigA'ii 
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1-18 Hallar la capacidad equivalente C^ de la asociacion en serie de los dos condensadores Cj y C^ 
que se indican en la Figura 1-24. 

Supongamos aplicada una determinada tension al circuito serie. Se ha de verificar: 
Tension aplicada = caida de tension en Cj + caida de tensi6n en Cj 



Por tan to. 






El reciproco de la capacid^id del condensador equivalente de un numero cuaiquiera de condensadores 
asociados en serie es la suma de los rcciprocos de las capacidades individuaies. 



1-19 Hallar la capacidad equivalenle C^ de la asociacion de con- 
densadores representada en la Figura 1-25. 

La capacidad equivalente de la rama serie es 
CCt _ (3K6) 



^ uV 



Cs = 



= 2 ^F 



Ci + Ct 3 + 6 
Por tanto, la capacidad equivalenle pedida es 



C. 



4 + Cs " G^F - 6 X 10- 



1-20 Por el circuito serie de la figura circula una co- 
rriente de intensidad i{t) cuya forma de onda se 
indica en la Fig. 1-26. Hallar la tension en cada 
element y representarlas graficamente con la 
misma escala de tiempos. Representar, asimismo, 
la carga qit) del condensador. 

En bornes de la rcsistencia: v^^ = Ri 

La grafica de v^ es semejante a la de intensidad de 
corricnie, pero con un valor de pico igual a (2)(10) = 20 V. 

En bomes de la bobina: Vj. = Ldijdt 

(1) < * < 1ms i = 10 X lO't 

v^ = (2>ri0-=)a0x 10") = 20 

(2) 1 < t < 2ms i = 10 

V, = {2 X 10-')(0) = 



etc. 
En bornes del condensador 

(1) < t < 1 ms v^. - 






500 X 
= 10 X lO'i' 



idt 



(lOXlO't)rfi 



(2) I< i < 2 ms Vc " 10 + 



500 



-i f 

X 10-M 



{10) dt 



^ 10 + 20 X 10^(t-10-') 



etc. 



La grafica de ^ se obtiene facilmente a partir de la 
relacion q = Cv^. Observese que cuando / es positiva, q 
y v^ aumentan, es decir. la carga del condensador y la ten- 
sion cnire sus armaduras aumentan simulianeamente. 
Cuando / es negaiiva. ambas disminuyen. 




Fig. I - 25 



— v^vww "M^T" — 1(- 

2i: 7 niH l\ 



W nf 
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Problemas propuestos 



1-21 Tres demetilos de resistencias Ri, R-^, R^ estin asociados en serie y el conjunto sc alimenta con una tensi6n cons- 
tante V. La caida de lensido en i?i es de 20 voltios, la potencia disipada en Rj es de 25 vatios y ia nesislencia 
ifa vale 2 ohmios. Hallar la tension V sabicndo que la intensidad que circula por el qrcuito es de 5 amperios. 
Sol. 35 V 

1-22 La resistencia equivaknte /f, de dos en paraleio, R^ y Ri, vale — ohmios, Una corriente drculando por d cir- 

cuito en paraleio sc divide entre las dos resistencias en la proporcidn 2 a 1. Hallar ios valores de R^ y Ri- 
Sol. Ri = 5 Q; R2 = 10 Ci. 



ion 



511 



isn 



1-23 (a) Hallar )a resistencia equivalente R^ de tas cuatro re* 
sistencias de la Figura t-27. 
(6) ApHcando una tensi6ii constante F — 100 voltios al an 

conjunto, ique resistencia disipara mayor potencU? *— ^V\AW— ' 

SoL (a) R,= 5,42 0; Fig. 1-27 

[b] La resistencia de 5 Q disipa Z' = 957 W 
1-24 Uo circuiio se alimenta por dos generadorcs de tension constante, como sc indica en la Fig. t-28. Hallar la po- 



tencia P suministrada f>or cada generador. 



Soi f„ = 75 W; ^, = 15 W 



in 




I MAAA/^ — H 

T.fitT 



Bn 



2n 



25 V 



s V 



01 



16 



\ont 



&n; 



ion: 



Fig. 1 -28 



Fig, 1-29 



1-25 En d drcuito de la Fig. 1^29 hallar la tension constante V sabicndo que la inteasidad de la corriente que circu- 
la por la resistencia de 5 ohmios es de 14 amperios, Sol. 126 V 

1-26 iCuil es la intensidad de corrienie suministrada por el generador de 50 voltios de d.d.p- en bomes a la asocia- 
cidn de resistencias del circuito de la Figura 1-30? SoL 13,7 A 



■AWW 

5n 




I— JV\AA/V— 1 

2on 




100 V 



Fip, 1-30 

1-27 Hallar el vaior de la resistencia R de la Fig. 1-31 si la caida de ten- 
si<5n en ella vale 25 voltios. Soi. 4,76 il 

1-28 iA que valor debe ajusiarse la resistencia R de la Fig. 1-32 para 
que la poteacia disipada en la resistencia de 5 ohmios sea de 20 vatios? 
Soi 16 O 

1-29 Una resistencia de 10 ohmios eiita conectada en serie con la aso- 
ciaci6n en paraleio de dos resistencias de 15 y 5 ohmios. Si la in- 
tensidad de corriente constante que circula por la resistencia 
de 5 ohmios es de 6 amperios, hallar la potencia total disipada en 
las tres resistencias, SoL 880 W 



Fig. 1-31 




fin 



1 — ViA/VW — ' 



2on 



50 V 



Fig, 1-32 
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Problemas propuestos 



1-21 Tres elemenios de resistencias Ri, R2, R:^ estin asociados en scric y cl conjunto se alimenta con una tcnsi6n cons- 
ume v. La caida de tensi6n en Ri es de 20 voltios, la potencia disipada en ^2 es de 25 vatios y la resistencia 
R^ vaJe 2 ohmios. Hallar la tensi6n V sabiendo que la intensidad que drcu!a por el cjrcuito es de 5 amperios, 
SoL 35 V 

ID 
1-22 La resistencia equivalente R^ de dos en paralelo, R^ y R2, vale — ohmios, Una corriente circulando por el cir- 

cuito en paralclo sc divide entre las dos resistencias en la proporci6n 2 a 1. HaJlar Jos valores de R^ y Rj- 
Soi. j?i = 5 n; R^ - 10 n. 



ion 






1-23 {a) Hallar la resistencia equivalente R^ de las cualro re- 
sistcDcias de la Figura 1-27. 
{t>) Aplicando una tension constante K - 100 voliios ai 20 ifin 

conjunto, i,qu6 resistencia disiparS mayor potencia? ^^— V^^W^^ " — ^\WAr~* 

Sal. {a) «, -5,42 0; Fiff.1-27 

(b) La resistencia de 5 fi disipa F = 957 W 
1-24 Un circuito se aliment a por dos generadores de tension constante, como se indica en la Fig. t-28. Hallar la po- 



tencia P suministrada por cada generador. 



Sol. P2S = 75 Wi />j = 15 W 



4a 






16" 



en 



2it 



'Ot 



tO 



loti! 



sn: 



loir 



Fig.]-:* 



Fig. U2S 



1-25 En cl circuito de la Fig. M9 hallar la tension constantc V sabiendo que la intensidad de la corriente que circu- 
la por la resistencia de 5 ohmios es de 14 amperios. Sol. 126 V 

1-26 iCuil es la intensidad de corriente suministrada por cl generador de 50 voltios de d.d.p. en bomcs a la asocta- 
ci6n de resistencias del circuito de la Figura 1-30? 5^/. 13,7 A 



511 




2on 



lO 



fion : 

100 V n: 



1-27 Hallar el valor de la resistencia R dc la Fig- 1-31 si la caida de ten- 
si6n en ella vale 25 voltios. Sol. 4,76 H 

1-28 ^A que valor debc ajustarsc la resistencia R de la Fig. 1-32 para 
que la potencia disipada en la resistencia <ie 5 ohmios sea de 20 vatios? 
Sot. 16 Q 

1-29 Una resistencia de 10 ohmios esta conectada en serie con la aso- 
ciacidn en paraldo de dos resiste>:3cias de 15 y 5 ohmios. Si la in- 
tensidad de corriente constant e que circula por la resistencia 
de 5 ohmios es de 6 amperios, hallar la potencia total disipada en 
las tres resistencias. Soi 880 W 



Fig* 1-31 




Fig. 1 32 
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1-30 Las autoinducciones Lj y Lj de las bobinas de ta Fig. 1-33 estan en la rdacion 2 a 1. Sabiendo que la autoin- 
duccion equivalente L^ de las tres vale OJ henrios, haJiar los valores de Li y L^- 
SoL Li = 0,6 H; L^ = 0,3 H 

1-31 Las ires bobinas en paralelo de la Fig. 1-34 equivalen a una bobina de autoinduccion L^ igual a 0,0755 henrios. 
(a) Hallar el valor de la aucoinducciin desconocida L. (b) ^Existe algua valor de L que haga L^ igual a 0,5 hen- 
rios? {c) iCuil seria el valor maximo de L^ si la auloinduccion L se pudiera ajustar sin limites? 
Sol. [a] L - 0,1 H; (b) no; {c) 0,308 H 
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Fig, 1-34 
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Fig. 1-35 



1-32 Hallar el valor de C para que la capacidad dd condensador equivalente a la asociacion de la Fig. 1-35 sea de 
0,5 microfaradios. 5^/. 0,4 /iF 

1*33 A la asociacion de los cuatro condcnsadores representados en ]a Fig. 1-36 se aplica una tension constanie dc 
100 voltios, Hallar la carga q en culombios que adquiere 
cada condensador. 



SoL ?o,a = 40 /iC; ^o^^ - 10 /iC; 
fo.3 = 15 /iC; ?o.7 = 35 /iC 

1-34 Los dos condensadores de la Fig. 1-37 se cargan mediante 
una conexion momentinea a tension constanie de 50 vol- 
tios entre los bornes A y B. A continuaci6n, se unen dichos 
IcrminaJes ^ y 5 sin el generador dc 50 voltios. Determinar 
[a carga final de cada condensador 
Soi q^^ = 444,33 }iC\ 940 = 888,67 ^C 
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Fig, 1-36 

^0 1( If OB 

Fig. 1-37 
1-35 Dcmostrar que al aplicar una tension y = K^^ sen ojf a una resisiencia pura R, la energia viene dada por 






2u 



1-36 Por una bobina de autoinduccioD L circula una corriente de intcnsidad i = /„[1 — e^^% Dcmostrar que la 
mdxima energia almacenada en el campo magnctico es W^ = {LIl^ siendo / = para t < 0. 



y. 



1-37 Si la intensidad de corriente que pasa por un condensador es i = -^ e »c, demostrar que la nidxima energia 
almacenada en cl campo electrico es iV„ = \CV^, siendo i ^ para t < 0. j^ 



1-38 En el circuiio RC de la Fig. 1-38 la energia total disipada en la resistencia 
dc 10 ohmios cuando se cierra el interruptor es de 3,6 x 10"^ julios. Hallar 
cl valor de la carga inicial ^0 del condensador. Sol. g^ s= 120 tiC, 

1-39 Dcmostrar que las expresiones ^CV^ y jLf^ lienen dimensiones de una 
energia u;. 



1-40 A un condensador de 60 microfaradios se le aplica 
una tension cuya forma de onda es la representada 
en la Fig. 1*39. Dibujar /(f), piO y calcular /„ y f^. 
Sol. I^ ^ IS A; P„^ 75 W. 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 



[CAP. 1 



MI Hallar la expresion de la inlensidad de corriente que atraviesa i»n condensador $1 la tension entre sus placas viene 
dada por 



Sol, t - «cy,|^i 2j + ^j g, + 



■] 



bien i ~ wCV^ cos ut 



1-42 Por un condensador puro de 25 microfaradios de capacidad circuia una corriente cuya forma de onda cs la re- 
presenlada en la Fig, 1-40. Obtener h forma de onda de la tensidn y detemiinar los vaiores miximos K„ y Q„. 





3 4xio-*» 

Q^ ^ 2.5 ^C 

Fig. 1-40 

1-43 La funcion que expresa la carga de un condensador de 2 microfaradios de capacidad esq = 100[1 -^ e^^"" ^^^'] 
microculombios. Detcrminar las funciones correspondientes de la tension y de inlensidad de corriente. 
SoL u = S0[1 + e"'^'^'*] V; /= -5^^"^^^^^' A. 

1-44 Por una bobina de autoinduccion L circuia una corriente cuya forma de onda de su inlensidad es ta represent 
tada en la Fig, Ml. Sabicndo que la forma de onda de la tension correspondiente tiene un valor de pico de 
100 vollios, hallar el coeficicnte L. Dibujar la forma de onda de la tension. Sol. L ^ 0,5 H. 



100 



FiffJ-41 

Nota. En la prdctica, no cs posible que la corriente que circuia por una bobina sea una funcidn discon- 
tinua, como ocurre con la forma de onda de esta corriente en ios insiantes / = J ms y r - 4 ms, ya que la ten- 
sion es ta primera dcrivada de la intensidad respecto del liempo y esta derivada tiene un valor negative infinito 
en los puntos de discontinuidad, en los que la forma de onda de la tension tcndria unos vaiores negatives 
in^nitos. 

M5 En los bornes o termmales de una bobina pura de autoinduccion 0,05 henrios se apiica una tension cuya forma 
de onda es la representada en la Fig. 1-42. Obtencr la forma dc onda correspondiente a la intensidad de corriente 
asi como la expresidn de / en el intervalo < f < 2 miliscgundos. SoL / = 5 x tO*i^ 
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Fig. 1-42 

1^ En la Fig, 1-43 se muestra la intensidad de co- 
rricnic que circuia por un circuito serie cons- 
tituido por una resistencia de 20 ohmios y una 
bobina dc 1 henrio de autoinducci6n. Obtener 
las format de onda de la caida de tension en Sa 
resistencia \>^^ en la autoinduccion \>i^ y su suma. 
Sol Para < ^ < 0,1 s; 

[;^ = 200^-^^^'; Vi^ = -200t>"^^^'; i;^ = 0. 
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1-47 Por un circuiio seric compuesto por una resistencia R =^ 5 ohmios y una bobina de L = 0,004 henrios circula una 
corricote cuya forma de onda de su intensidad «s ia repr^sentada en la Fig. 1-44. Obtener las graficas de t;^, y v^. 
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Fig. 1-44 
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1^ A un circuiio scrie RL, con R = \0 ohmios y L t^ 0,5 henrios, se k aplica una icnsi6n senoidal. La intensidad 
de oorrienle resultanic es / = 0,822 e'"' + 0,822 sen {377r - 86,96*). Hallar las caidas de tensioo correspon- 
dieotes v^, v^ y Vj, 
Soi. v^ ^ 8,22 e^^""' & 8,22 sen (377/ - 86,96*); 

v^ = "8,22 e'^^' + 155 cos (377/ ^ 86,96^); 

Wf =^ 155 sen 377r 

1-49 Por uo circuito serie RL, con R = 100 ohmios y L = 0,05 henrios, circula una corriente cuya fuaci6n de inten- 
sidad se dctalla a concinuacion. HaJlar los valores de Vj^ y t^jr^ en cada intervalo, 

(1) 0< (< 10 X \0-^ s, i == 5[1 - e--^**o^']. 

(2) 10 X 10^' < /, / = 5 f"^^*'^^'-^**^^^^^ 

SoL (1) v^ - 500[1 - F"^«^^'], y^. ^ 500 f^^^^*>\ 

(2) tijt = 500 e-2000(i-lO«lO-»|^ y^^ _3QQ ^-200O(r-l0xtO-^) 

1-50 La intensidad dc corriente en un circuito serie RC es i ^ 10 e^^^^\ Sabiendo que el condensador est^ inicial- 
mente descargado y que ta tension aplicada es K = ICK) voltios y i^c = iO^L' - ^~^^^'], haltar C y v^. 
Soi. C = 200 /jF; iJjt - 100 e^^«^' V. 

1-51 Per un circuito serie LC, con L - 0,02 henrios y C = 30 fiF, cjrcuia una corriente de intensidad i — 1,5 cos 1000/. 
Hallar la tension total Uj^. Soi Vj = 20 sen lOOOf. 

1-S2 A un circuiio paralelo RL se le aplica la tensi6n de onda cuadrada que se represenla en la Fig. 145. Hallar la 
intensidad de corriente total 
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1-53 A un circuiio paralelo RC se le aplica una tension cuya forma de onda se represcnta en la Fig. 146. Hallar la 
ccmcnte total if. 
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Capitulo 2 



Valores medio y eficaz 



FORMAS DE ONDA 

Las representaciones de las funciones K0> Ht), Pit)> etc., se llaman formas de onda de tension in- 
tensidad de comente. potencia electrica, etc., respectivamente. En el anahsis de circuitos prelimmar 
solo estudiaremos las funciones periodicas, es decir, aquellas en las quc/(/) =/(? + nn, siendo nun 
numero entero y T el periodo que se muestra en la Fig. 24. Para ver la forma de onda de una funcion 
periodica debe representarse, al menos, un periodo. 





i 



i- ..-J 



Fig. 2-1. Formas de onda pcriodkas 

Las funciones de tension c intensidad, .(/) e iUl son expresiones matematicas ^^^ ^^ P"^^^^^^ 
de varias maneras. segun los casos. Por ejemplo. las funciones seno y -^^^ ^ /"^^^^^^^ 
series potenciales infinitas. Sin embargo, seria muy penoso aphcar estas formas "^f^^^^'^^^ " ^f^^^^^^^ 
ciones bisicas relativas a la tension e intensidad en los tres clementos fnndamentales de los circuitos. 



VALOR MEDIO 

El valor medio Y^,, de una funcion periodica y{t) de periodo T es, por definicion, 

T 



VALOR EFICAZ 

Al circular una corrientc de intensidad i(0 por un elemento resi.tivo Pu™ <Iy«i^'»^^^ ^^ 
disipa una potencia p(/) con un valor medio P. Pues bien, esta misma P°f™™/ 'f P"^^f„^'Xui"ne 
corriente constante de intensidad / circulando por dicha R. En estas condicones, ^']''^°;^''^^'^^^_ 
nn valor eficaz / , equivalente a la corriente constante /. ho m.smo diriamos respecto de la tension eli 
caztrMate^tical^nte, dada la funci6n^(0 de periodo T, su valor eficaz - rarz cuadrifca medta- 
es, por definicion, 



^r 



Ei valor eficaz de las funciones ij sen cuf y 



M"'' 



dt 



fya coscor durante unperiodoesfl/y2. {Vease Problema 2-2.) 
16 
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VAIOR EFICAZ DE UNA FUNCION DE SENDS Y COSENOS 

El valor eficaz de la funcion y{t) = a^ + {a^ cos at + a^ cos 2a)t + ■ -J + (61 sen cjt + b^ sen 2aj/ 
+ •■') viene dado por 

Kf = \/a? + Ual+ a| + - ") + ^(6^ + 52 ^ . . . j 
Llaraando yi al valor eficaz de la funcion a^ cos ayt, segun lo dicho en la seccion anterior, ^4, ^ -^ o bien 
Al = Y' por tanto 



^f = Vo-l + (^? +^§ + ' ") + (^f + 5| + . . ■) 



FACTOR DE FORMA 

El factor de forma de una onda es la relaci6n entre los valores eficaz y medio de la 



niisma. 



Factor de forma - 



^X **^^'^^ 



med 



1 r'' 



dt 



Las formas de onda tales que/t/) = -/(f + ^T), es decir, aquellas ondas cuyos semiperiodos son 
simetricos con respecto al eje de tiempos, tienen un valor medio igual a cero, como puede observarse 
en la Fig. 2-2. Para salvar la dificultad en este tipo de ondas. de las que la funcibn seno es el ejemplo 
mis caracteristico. se suele tomar el valor medio Y^.^, del semiperiodo positivo. Este valor se llama 
a veccs valor medio de un semiciclo. 
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Fig. 2-2. Ondas de sdniperiodo simetrko 

Existen, sin embargo, otras formas de onda cuyo valor medio en un periodo es nulo y que no pre- 
sentan aquella simetria, como las representadas en la Fig. 2-3. El cAlculo del valor Y^,^ para obtener 
el factor de fonna tambi6n se realiza en un semipenodo, analogamente a como dijimos para las ante- 
riorcs. 





Fig. 2-3 
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Problemas resueltos 

2-1 Por una resistencia circula {a) una corriente de intensidad oonstante /, {b) una corriente peri6dica 
/(/) de periodo T. (Vease Fig, 2-4.) Demostrar que si /^f = /, la potencia media P es la misma en 
ambos casos. 

Corrienie constame /: P = VI - RP 

Corrienw periodica iU); p = vi = Ri^ y f - (j \ i'dtjR = RI], 

R 



R 



i((} 



FtjE. 2-4 




^i',- 



¥\g. 2-5 



2-2 Hallar los valores medio y eficaz de la funcion >'(/) = y« sen o)/. 

Ei periodo de la funcion es 2n, La grAfica se reprcsenia con cut corao variable independiente (Fig^ia 2-5>- 



liTT 



med 



r- sen ut c/(«() = ^ K. 



-COS 0tA =0 

-I* 



^»11T 



El valor eficaz dc una funcion pura senoidal o coseeoidal es I/v 2 o bien 0,707 veces d valor maximo. 

2-3 Hallar la potencia media F disipada en una resistencia de 10 ohmios por la que circula una corrienie 
i{i) = 14J4cosaj/ amperios, 

Como p ^ vi ^ Ri^ = 2000 cos^ mt y su periodo cs n, la potencia media vale 



p ^ ^ C 2000coa»w< d(aiC) = 1000 W 



Oiro miiodo. La potencia media disipada por una resistencia pura por la que circula una corriente pe- 
ri6dica es 



P = 



Ril = i^j'\uMoo^^n*d{ut)\l<i ^ {U,W^/2)H\0} ^ 1000 W 



2-4 Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda en diente de sierra representada en la Fi- 
gura 2*6. 

Evidcnlcmente, Y^,^ ^ 25. En cl intervale < r < 2, y = 25(; por tanto,- 

ylt ^ i f y'dt ^ I ( 625t'dt --^ 8S4^ de dondc r,f ^ 28,9 
y 




Fig. 26 
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2-5 Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda representada en la Fig. 2-7 en cuyo primer 
iniervalo y = 10^-^°°'. 

= -l[e-'*-e'] = 1,00 
J'.f = jtJ y*rft - ^j-^J 100«-*»«df - 5,00, dedonde >',f = 2,24 




{l,li s 




Fig. 2*7 



Pig. 2-8 



= 2,89 



2-6 Haliar cl factor de forma de la onda triangular representada en la Figura 2-8. 

-0,01 <t<0: y(t) = lOOOt + 6; V(t)' ~ lO'i* + lOH + 25 
< t < 0,01: y{t) = -lOOOf + 6; y(ty - Wt* - IQH + 26 

Ylt = ^2\f (lOV* + lO*t + 25)dt + r (10V-10*t + 2B)dtl = 8,33, ^f = 2, 

Como la onda es simetrica, su valor medio se calcula sobre la pane positiva, es decir, 

J'med - oVlj r' (1000^ + 6) tft + C (-lOOOt + 5) dt I = 2,5 

Y 2 89 
Factor dc forma = — ^ = -^— = 1 16 



^ iiit4 



2,5 



2-7 Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda senoidal representada en la Figura 2-9. 
Para < »t< w. y = Ym sen at; para v < at < 2r, y — 0^ El periodo es 2n. 

y^u = ^\( Ymscn0td{wt) + f Od(^t)\ = 0,3l8y„ 

A /. 





Fig, 2-9 Fig. MO 

2-8 Hallar los valores medio y eficaz de la onda completa senoidal rectificada de la Fig. 2-10. El pe- 
riodo es JT, 



y^.^ = - r i'-sen^tdM) = 0.637 r, 
yir =7/ (y-sen«()*d(«0 = ^, n, = 0,707 r„ 
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2-9 



Hallar los valores medio y eficaz de la onda cuadrada reprcsentada en la Figura 2-11. 
Para < / < 0,01, y = 10; para 0,01 < f < 0,03, y = 0. El periodo es 0,03 s, 

'*"" = 3,33 
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Fig. 2-11 Fig.M2 

2-10 Hallar el valor eficaz de la funcion representada en la Fig. 2-12 definlda por: 
0<f<0,l .V - 20(1 - f- '»"•); 0,l<f<0,2 ^ = 20f "***<' ^'*-'> 

y2^.= J„j r"'' 400(1 -2 ?-'"'>• + £-^''*') dt + f""' 400 e- '"«'-"■" dtl 
0,2 [Jo Jfi 1 

= 2000 \\t-\- 0,02 e- '""" - 0,005 f""''' 

= 190. de donde V^f = 13,78. (El t^muno en f"'" y en e"^** no son significativos.) 
2-11 Hallar eJ valor eficaz de la funcion >- = 50 + 30 sen (ot. 



+ 



-0,01 e 



lOO(r-O.l) f 

-I 0,lJ 



y^j = J- f (2500 + 3000 sen wt + BOOien'ut) dl«0 

= 7^ [2600(2»') + + 900jr] = 2950, Y,i = 54,3 



Oiro metodo: Y,, - V(50)* + ^(30') = \/2960 = 64.3 

2-12 Hallar el valor eficaz de la funcion de tension y = 50 + 141,4 sen co/ + 35,5 sen 3a)r. 



t^,, = V'(^O)' + i(l4J.4)^ -h K35.5|^ - 114,6 V 



2-13 Una onda completa senoidal rectificada 
esta cortada a 0,707 de su valor maximo, 
como indica la Fig. 2-13, Hallar los va- 



Y„ 



lores medio y eficaz de dicha funcion. uJ\ilY„ 

La funcion liene de periodo n y esta de- 
finida por ^ 

a <ut<ir/i y - Y^ sen «t 
W4 <«t<3ir/4 y - 0,707 r„ 
3jr/4 < ut <r y = Y^senut 



^m*d ~ 



rKr\r\.. 



Fig. 2-13 



= i J fV^ sen «t rf(t)() + r 0,707 r„d(«t) + f r« sen ut (i(«t) t = 0, 
yj, = -^ r {Y^siTiwtrdi^t) + I (0.707 V„)'d(*50 + ( (r« sen «<)* d(«t) 



= 0,341 ri 



K.f- 0,584 r. 
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2-14 Hallar el angulo de fase 9 que debe tenet la 
onda completa senoidal rectificada de la Fi- 
gura 2-14 para que su valor medio sea la miiad 
de su vaJor maximo. 



1 C^ 
^m*d ~ ~ I ^" sen wt d(4j 



t) 



= {—cos V + COS $) 



Por lanto, 0,5 Y„ = {YJn){\ + cos 0), cos = 0,57, 
e = 55.25°. 




2-15 La intensidad de corrienle que circula por una resisiencia de 2 ohmios tiene la forma de onda 
del Problema 2-14 con un valor maximo de 5 amperios. La polencia media disipada por la resis- 
iencia es de 20 vatios. Haliar el angulo $, 

P = Rl^t, 20 = (2)J^f, llf, II = 10. Por lanto, 






sen 2<it 



-l¥ 



~Je 



v\2 4 2 4 



) 



de donde sen 29 ^ 20 - ]0n/25 y 6 ^ 60,5' (solucion grafica). 



Problemas propuestos 



2-16 La potcncia media disipada en una resistencia de 25 ohmios es de 400 vatios. Hailar el valor m4ximo de la in- 
tensidad de corrientc si csta es {a] senoidal, (A) triangular. Sol. {a) 5,66 A, (b) 6,93 A. 



2-17 Hallar el valor eficaz K^f de la tension vU) = 100 + 25 sen Scot + 10 sen 5tjr. 



5^/. 30L8 V. 



2-18 Haliar la potsncia media disipada en una rssisSencia de 25 ohmios cuando por ella circula una corriente /(/) = 
2 + 3 sen w/ + 2 sen lojt ^ 1 sen 3aj^^ SoL 275 W. 



2-19 Hallar el vator de Y^^ de la funcion yU) = 50 + 40 sen (or. SoJ. 57,4. 

2-20 Hallar el valor de Y^^ de la funcion r(/) = 150 + 50 sen ojt + 25 sen 2a>/, 



SoL 155,3, 



2-21 Sabiendo que el valor eficaz de la funcion y{r) ^ 100 + ^ sen clp/ es 103J, hallar la amplitud A del termino se- 
noidal. SoL 35,5. 

2-22 Una cierta funcion consta de un termino const ante, un armdnico fundamental y un tercer armonico. El valor 
maximo del fundamenia! es el 80 % y el valor maximo del tercer armonico eg el 50 %, del t6rmino constante. 
Sabiendo que el valor eficaz de esta funcion es 180,3, hallar el termino constante y los dos armonicos. 
SoL 150, 120, 75. 

2-13 Si el valor eficaz de media onda senoidal rectificada 
es 20t t^ual es su valor medio? SoL 12,7, 

2-24 Hallar Y^^^ e Y^f de la forma de onda representada 

en la Fig. 2-15. 5^/. y„,, ^ 40; Y^r = 72,1. Fig-MS 
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2-25 Hallar Y^^^ e ¥^ de la fonna de onda representada en la Figura 2-1 fi. 
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Fig. 2-16 

2-26 HalJar y,f de la forma de onda representada en la Figura 2-17. 
2-27 HalJar X;, de la forma de onda representada en !a Figura 2-t8. 



Fig. 2-17 

Sol. r,t = 6,67, 

Sol. y.f = Fjyi- 0,577 y. 





-Y 



Fig.i-n Fig.MS 

2-28 Hallar el valor eficaz de la forma de onda representada en la Fig. 249 y comparario con et del Problema 2-27. 

2-29 Hallar el valor eficaz de la ooda triangular representada en ta Fig. 2-20 y comparario con el del rt-oblema 2-27. 

V 
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[T + kT) 



Fig. 2-20 



Fig. 2-21 



2-30 HaSIar el valor de ;: en Ja forma de onda representada en la Fig. 2-21 sabiendo que es una fraccidn det periodo 
T Ul que el valor eficaz es (a) 2, (A) 5, (,Cudl seri el mdximo valor eficaz de la forma de onda dada al variar Jf 
Sol. [a) 0.12; (b) 0,75; 5,77 para jt = I. 

2-31 Hallar Jos valores V„^ y V^ de la forma de onda 
de !a Figura 2-22, 
Sol. F„.^ = 21,6; y,f = 24.75 

2-32 En el Problema 2-31 determinar los valores K^^ 
y V,f si la funci6n se define en el primer intervalo 
por (a) fOe-"'*', ib) 50^-**'^ 
Sol. ia) P„„= 12,25. Kf- n,67; 
il>) I^med - 5,0, V,t - IMS. 

2-33 Hallar los valores F„jj e Y^ correspondientes a ia 
forma de onda de la Fig. 2-23 definida por 

< f < 0,025 y{t)-400t 
0,025 < / < 0.050 )'{() = I0f-iooo,r-o.o2i) 




Sol. Y^ = 2,7, n, = 4.2 



0.025 O.UJO 0.07; 0,)UU 1 

Fig. 2-23 
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2-34 La forma dc onda de la Fig. 2-24 es andloga a la 
del Problema 2-33, pero con un liempo dc cEeva- 
cion mds pequeno. Hallar los valores Y^,^ c ¥,(. 
< f < 0,01 y{t) ^ !000( 
0,01 < / < 0,05 y{() = iQg-it>m'-o,oi\ 

Sot. Y^=^\,2\ y-rf = 2,77. 

2-35 Hallar los valores V^^^ y V^f de la media onda se- 
noidal de tensi6n rectificada de la Fig. 2-25. sa- 
bicndo que el ingulo de fase es de 45° en reiraso. 
SoL K«, = 27.2 V; K„ = 47,7 V. 

2-36 Hallar los valores V^^ y V^^ de la forma de onda 
del Problema 2-35 si el dngulo de fase es {a) = 90^, 
ib) e = 135°. 

Sol. (a) V^,^ = 15,95; K,, = 35,4. 
(*) y^,i = <«: Va = 15,06. 
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Fig. 2-24 
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Fig. 2*25 



3-37 La onda completa senoidal rectificada de la Fig. 2-26 ticne un ingulo de fase en retraso de 60". HalUr tos y^- 
tor« Kori y Krf en funcibn de V„. Sal. V^,^ ^ 0,478 F„; V^, = 0,633 V^. 
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Pig. 2-27 



3-38 Un circuito dc mando permite variar el ingulo de retraso de la foma d« onda de intensldad de corriente de 
la Fig. 2-27, de manera que el valor cficaz tienc como Mmites inferior y superior 2,13 y 7,01 amperios, respco 
tivamente. Hallar los inguios correspondientes. Sot. di - 135°; d^ = 25". 

2-39 Hallar el valor eficaz de una onda completa senoidal rectificada coruda en la mitad de su valor mSximo como 
indica la Figura 2-28. Sol. Y^ = 0,442 Y„. 

2-40 Hallar el valor eficaz de la forma de onda del Problema 2-3i> si la onda secorta en 60* o bicn 7r/3 radiancs. 
Sol, n, = 0,668 K,. 



y- 
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Js/L 



ut 



FiBr.2-28 Fig. 2-29 

2^1 Una onda completa senoidal rectificada esta cortada de forma que su valor eficaz es 0,5 Y^, como indica la Figu- 
ra 2-29. Hallar la amplitud en la que se corta la onda. Sol. Q,S&1 Y^ o bien 6 = SS.S*". 

2-42. Hallar los valores medio y cficaz de la forma de onda obtenida de un circuito rectificador de media onda a tres 
fases como se indica en la Figura 2-30. Sol. y„,a = 0,827 V„; V^t = 0,840 V„. 

2^ La forma de onda resultante de un circuito rectificador de media onda a seis fases es la representada en la Figu- 



ra 2-31. Hallar los valores V^^^ y K^ 



Soi I^„., = 0,955 V^i y,, = 0,956 V„, 





Fig. 2-30 



Fig. 2-31 



Capitulo 3 



Intensidad de corriente y tension senoidales 



INTRODUCCION 

Al aplicar las leyes de Kirchhoff a un circuito cualquiera de una malla el resultado es, en general, 
una ecuaci^n integrodiferencial. Los metodos de resoliicion cUsicos de ecuaciones diferenciales propor- 
cionan la solucion del problema electrico. Ahora bien, la intensidad de corriente, que suele ser la incog- 
nita, debida a una determinada tensi6n aplicada, viene dad a por una suma de dos funciones. Una de 
el las coiresponde a la intensidad del regimen transitorio que, norraalmente, se ant^Ia a las pocas frac- 
ciones de segundo, y la otra constituye la intensidad en regimen permanente, la cual perdura mientras 

existe la excitacion. 

Como muchos estudiantes cuando comienzan el estudio del anilisis de circuitos no conocen todavia 
la l^cnica de resoluci6n de ecuaciones diferenciales, solo vereraos en este capitulo el regimen perma- 
nente prescindiendo, de momento, del transitorio correspondiente. No obstante, en el Capitulo 16 se 
estudiaran las ecuaciones diferenciales aplicadas a los circuitos electricos en donde veremos algunos 
ejemplos ilustrativos de los regimenes transitorio y permanente de la solucidn general. 

INTENSIDADES DE CORRffiNTE SENOIDALES 

En la Tabla 3-1 aparecen las tensiones en bornes de los tres elementos R, L y C puros'«n el caso 
de que la corriente que circule por cllos sea de tipo seno o coseno. 

Tabla 3-1 
Tension en bornes de ud elemento puro si la corriente es senoidal 



Eleoieato 


Tension si 
/ es general 


Tensi6n si 

1 =1 /« sen at 


Tension si 

1 — 7m COS lat 


Rcsistcncia R 


v^ = Ri 


v^ - Rim sen vt 


Vji ^ Rim COS ut 


AutoinducciAn L 


r di 


v^ = uLImCosut 


v^ - ML7,(-senut) 


Capacidad C 


v^^^fidt 


Vc = ^J(-C09 4*f) 





Tabla 3-2 
Corriente en los elementos puros si la corriente es senoidal 



Elemento 


Corrieote si 
V es general 


Corriente si 


Corriente si 

r = V* cos wt 


Resistencia R 


^* = ^ 


i^ = ^senui 




Auioinducci6n L 


i.=^jvdt 


'^ - r£<'*=^"*' 


r, = ^^sen<,( 


Capacidad C 


^-^ dt 


ic = wC V-5 cos wt 


ic - wCy, (-sen «t) 
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TENSIONES SENOIDALES 

En la Tabla 3-2 aparecen las intensidades de corriente por los tres elementos R, L y C puros en el 
caso de la que la tension aplicada a cada uno de ellos sea de tipo seno o coseno, 

IMPEDANCIA 

La impiedancia de un elemento aislado, o de una rama de varios elementos, o de un circuito com- 
plete, es la relacion entre la tension aplicada y la intensidad de corriente que circula. 



Im[>edancia - 



Funcion de tension 



Funcion de intensidad 

Si las tensiones e intensidades de corriente son senoidales, esta relacion tiene un modulo y un argumen- 
to (angulo). En el Capitulo 5 seestudia la impedancia con mucho detalle y alii se considera el argumento. 
En este capitulo solo estudiaremos el modulo de la impedancia. EI argumento o angulo entre la tension v 
y la intensidad de corriente / se llama dngulo de fase o, simplemente, fase. 

ANGULO DE FASE 

Si tanto la tension como la intensidad de corriente son funciones senoidales del tiempo y se repre- 
senian graficamente con la raisma escala de tiempos, aparece un desplazamiento relative entre ambas 
magnitudes que solo es nulo en eJ caso de tratarse de un elemento resistivo puro. Dicho desplazamiento 
es cJ Angulo de fase y nunca puede ser superior a 90° o n/l radianes. Por convenio, al hablar del angulo 
de fase se considera «el que forma la intensidad de corriente / con la tension ti». En un condensador, 
por ejemplo, / adeJanta 90° o it/2 radianes a y; en un circuito serie RL, con R igual a wL, v adeJanla 
45° o 71/4 a i (o bien /esta retrasada n/4 respecto de v); en una resistencia pura, i esta en fase con u; etc. 
Las representaciones de las figuras siguientes aclaran los conceptos de impedancia y angulo de fase. 

Resistencia R. En un elemento resistivo puro la intensidad de corriente y la tension estan en fase. 
(Vease Fig, 3-1.) EJ modulo de la impedancia es R. 





Pig. 3-1 



Fig. 3-2 



Autotnduccion L. En una bobina pura la intensidad de corriente se retrasa 90'^ o n,'2 respecto 
de la tension. (Vease Fig, 3-2.} El modulo de la impedancia es a>L, 

Capacidad C. En un condensador puro, la intensidad de corriente adelanta 90" o jr/2 a la tension. 

(Vease Fig. 3-3.) El modulo de la impedancia es -^. 

coC 




Fig. 3-3 
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Circuito serie RL. La intensidad de corriente se retrasa respecto de la tension un Angulo igual 



a arc tg {(oL/R). (Vease Fig. 34.) El modulo de la impedancia es ^/R^ + {mLf 








Fig. 3-4 f'ie. 3-5 

Circuito serie RC. La intensidad de corriente adelanta a la tension en un anguJo igual a arc tg 
(-— - |. (Vease Fig, 3-5.) El modulo de la impedancia es ^R^ + (I/ajC)^ 

CIRCUITOS SERIE Y PARALELO 

En un circuito cuyos elementos (impedancias) estan conectados en paralelo la intensidad de corrien- 
es igual a la suma de las caidas de tension en dichos elementos individuales. Por ejemplo, en la Fig. 3-6(i3) 
se verifica: v-j- — Vi + V2 + v^. 



V, 



Vi 



A 



V^ 



^^—t c:t~i c: 

Vt 



Jt 



!'■ 



u 



I- 



(a) 



(b) 



Fig. 1-6 



En un circuito cuyos elementos (impedancias) estan conectados en paralelo la intensidad de corrien- 
te total es iguai a la suma de las intensidades que circulan por cada uno de dichos elementos iadividuales. 
Por ejemplo, en la Fig. 3-6(*) se verifica: ij = I'l + ii + h- Se puede observar que esto es una aplica- 
cion de la primera ley de Kirchhoff, pues las cuatro intensidades tienen un nudo comun. 



Problemas resueltos 



3-1 Por un circuito serie formado por un elemento resistive de resistencia R ohmios y una bobina de 
autoinduccion L henrios, como se indica en la Fig. 3-7 (o), circula una corriente de intensidad 
/ = /^ sen (ut amperios. Expresar la tension total aplicada Vt median te una funcidn senoidaL 



f* 



-•- I 



■^*\WMr 



^^ i 

r^ 



R 



L 



1 



{a) 



Fig. 3-7 
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3-5 For ei circuito serie RC representacjo en la Fig. 3-9 circula una corriente de intensidad / 
Expresar la tension total aplicada mediante una funcion cosenoidal simple, 



/„ cos att. 





-\UC 



Fig. 3-9 

Vr = v, + t)p - RU COS ut + (i/uC)/« sen u* 
Expresando tj por un iinico tirmino coseno dc amplitud A y fase 4>, 

Vj = A cos («* + ^) = A cos <j( cos ^ — A sen ut sen ^ 
Igualando los cocficienics de sen (ot y cos wi en UJ y (2) resulta, 

RU = A cos ^, (l/«C)/» = -A sen 



(J) 



sen d 
Ahora bien, ig ^ = ~ ^ 



cos uCii 



, cos^ = 



R 



y/R* + (1/<jO* 



, A = VJ?* + (1/«C)' U. con lo que 



Vr = Acos(«e + ^) = Vfi' + (l/«C)'/-coa(«t- arc ig l/ttjC 

/f 
es decir. la corriente esid adelantada respecto de la tension, (Como sen if) es negalivo y cos <j> es positivo, el 
ingulo 1^ est4 en cl cuarto cuadrante,) 

El modulo dc la impedancia es ^/R^ + (l/wC)^ 

Si Rp l/(oC, ~- ► y -» 0, es decir, el mismo resultado que con un elemento positivo puro. 

R 

Si VioC > R, -^^ -^ 00 y ^ -* 7r/2, es decir, el mismo resultado que obtuvimos con un condensador puro, 
R 
En una asociacion serie RC la corriente esU adelantada respecto de la tension un angulo comprendido entre 

0* y ?0'' o ;i/2 radianes, segiin los valores relatives de R y l/wC, 

3-6 Por el circuito sene de la Fig, 3-10 circula una corriente de intensidad i = 2 cos 5000r amperios. 
Hallar la tension total aplicada v^. 



H} 



30 ^K 



Vt 



/T" 


V 




/ 


"k 


\ 




yr^ 


\ 


\ 


t «■ J 


/^ /i2. 


.... Xy 
63,4" [*■ 


V 


"^ 





Fig. 3- 1 Q 



\j(nC^ 



en 



i,^ = y'/?^ + (l/(oC)^ /„ cos (CO/ - arc tg ~~-) = 22,4 cos (5000/ - 63,4") 
donde /! = 5, l/t*jC = 1(5000 x 20 x 10"^) = 10, arc tg -^ = arc ig 10/5 = 63,4\ /„ = 2 



La corriente esta adelantada respecto de la tensi6n un angulo de 63,4°. El valor absolute de la impedan- 
cia es 11,18 n. 
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3-7 Por el circuito serie RLC representado en la Fig. 3-1 1 circula una 
corriente de intensidad i - /„ sen cor Hallar la caida de tension en 
homes de cada eleraento, 

v^ = Hi ^ RI^ sen ut 





Vji 



Vl Vc 

* I I 






Fig. 3-11 




"* e I 



(/ en fase con Vj, j 



U retrasada 90" respccto de u^ I 
Fig. 3-12 



(/ adeiiintijda 90* respecio de k^- | 



3^ En el Problema 3-7 expresar la tension total aplicada Vr median te una funcion senoidal unicamente. 

■Wt = Vg + Vj_ + Vc = RU sen «t + (uL - 1/»C)U cos «f (i) 



Exprcsando t?7- medianie iina funci(in seno de amplitud A y angulo de fase ^, 

Vp = A sen {«t -f ^) 

— A sen at cos ^ + A coa &>£ sen ^ 

Igualando los coeficienies de sen o)i y cos cot en (/) y (2) rcsulta, 

jB/m — A cos ^, /«(«L — l/wCT) — A sen ^ 
Ahorabien, tg ^ = !^L^z^^ ^^^^ ^ R A = ^ = Vlt' + («L - l/«0» /., 



U) 



A 



con lo que 



V^'+JiZ^^T/i^ ^'^^^^ 



Vr - A sen («« + 0) - VH' + (u>L - 1/wC)* J, sen [«t + arc tg "^ («L - l/uC)/B] 



cu donde V ^^ + (wi - 1/coCf es el valor absolute de la impedancia, y arc tg (ojL - l/o}C)/R d in- 
gulo de fase. 

Si Q)L > l/ioC, el Angulo de fase <f> es posiiivo, ta corriente retrasa respecto de la tension y en el circuito pre- 
domjna el efecio inductivo. 

Si 1/cuC > (oL, el ingulo dc fase (f> es negative, la corriente adelanta a la tension y en el circuito predomi- 
na el efecto capacitivo 

Si a)L= l/<oC, cl dngulo de fase es nulo, la corriente y la tension estan en fase y el valor de la impedan- 
cia es R. Esta condici6n se llama de resooanda serie. 

3-9 Dcmostrar que si oiL se expresa en radianes por segundo (rad/s), L en henrios (H) y C en faradios (F), 
(oL y \loiC vienen dados en ohmios (ft). 

, rad „ 1 V's V ^ 

s s A A 

_L-_L.i- . V V ^ 

oiC rad F A • s A 

Observese que el radiin, medida de un dngulo, es un niimero puro <adimensionaI). 
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3-10 En un circuito serie RLC tiene los vaiores J? = 15 ohmios, L - 0,08 henrios y C = 30 microfa- 
radios. La tension aplicada es de una pulsacion igual a 500 radianes por segundo. Hallar el an- 
gylo de fase de la corriente respecio de la tension. 



oiL 



500(0,08) = 

iiiL 
arc £g 



^" * ' ^ ~ 50O"(3Q X lO-*") 



= 66,7 n 



- HciC -26 J 

= arc tg — -— — = -60,65 

Ji ^15 



La rcactancia capacitiva, o capacitancia, l/<t>C, es mayor que la reactancia inducliva, o inductancia, taL. 
La corrienie esia adeiantada con respecto a la tensidn un ^ngulo de 60,65", y en el circuito predomina cl efecto 
capacitivo, FJ modulo de la impedancia es ^//?^ + {(oL — XjioCf = 30,6 fi. 

3-11 La diferencia de potencial aplicada a la asociacion en paralelo RL representada en la Fig. 3-13 
es y = V„ cos oit voltios, Hallar la intensidad de la corriente que circula poi cada rama y expresar 
la intensidad total ^V niediante una funcion coseno. 



V = 



+ i:. - 



R 



V + 



i j vdt - 
- arc tg RImL) 



" cosut + — r senwt 



R 



ii:iL 



Por larito, i, - V(l/i?)* -r (l/^^L)* V. cos {i^t 

La corriente esti adr iantada resp<:cto de la tension un angulo <p.^ arc tg R/cjL, 
S\ R P 6jL, tp -^ nil, con lo cual, ij- ^ {VJ<x>L)qo% {cot - njl). Conesta 
resistencia, relativan;iente grande, la corriente que circuta por la rama resis- 
liva es muy pequena. Es decir, i^^ esta formada esencialmente por i^, y esta 
corriente inducliva gobierna la corraente total que circula. 

Si ojL ^ /i> 1^ ™+ 0, con lo cual, /^ ^ iVJfO cos vjL En este caso, la 
rama inductiva ticne una reactancia muy grande y, por tanto, la intensidad 
que circula por ella es muy pequena comparada con la que circula por la 
rama resistiva. Es decir, la corriente resistiva gobierna la intensidad total 
que circula. 






R 



tL 



1 



Fig.3-n 



3-12 La tension aplicada a la asociacion RC en paralelo representada en la Fig. 3-!4 es t; = F„ sen mt 
voltios. Hallar la intensidad de corriente que circula por cada rama y expresar la intensidad total 
ij mediante una funcion seno. 



if - if, + ic 






V 
~ -^senut + oCVfl.coa«i 



R 



Por tanto, i^ ~ ViVHy + i^d)^ F« sen (t>i + arc Ig ^CR) 

La corriente esta adeiantada respecto de la tension un angulo ^ arc tg 77—;; 

Si R p ]/6jC 4^ ^ 3r!/2, con lo que ij ^ k ^ ojCV^ sen (w/ + njl). 
Es decir, la rama capackiva gobierna la intensidad total que circula. 

Si Xjo^C ^ /?, ^ "^ 0, con lo que i; ^ i^ ^ {yjR) sen ojr. Es decir, 
la rama resistiva gobierna la intensidad total que circula. 
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Fig. 3-14 



3-13 La diferencia de potencial aplicada a la asociacion RLC en paralelo representada en la Fig. 3-15 
es i' = V^ sen ojt voltios. Hallar la intt^nsidad de corriente que circula por cada rama y expresar 
la intensidad total i^ mediante una i unci on seno. 



+ k 



1.- 






R i^L 



{i) 



Expresando tv como una funcion senoidal de ampli- 
tud A y angulo de fase 0, 







~ A sen {tjt-r 0) 

= A sen ut cos p + >1 cos ut sen <p 



{2) 



Fig. 3-15 
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Igualando los coeficientes de sen at y cos m en (/) y {2) resulta, 

VJR = A cos ^, («C - l/wL)F„ = A sen ^ 



Por tanto, tg ^ = 



wC — 1/tjL 



cos ^ 



Vi? 



con lo que i^ = Vd/if)* + («C - 1/»L)* V^ sen [„t + arc tg (^C - 1/^L)R] 

Como era de esperar.. el signo del ingulo de fasc depende de los valorcs relattvos de wC y l/aL. 

La corriente que circula por la rama indwtiva esti recra&ada 90" o ^/2 radianes respecto de la tension apli- 
cada. La comente que circula por la rama capacitiva. por el contrario, esU adelantada 90^ o n/2 radianes res- 
pecto dc dicha tensidn. Estas dos corrientes pucden anularse cuando tengan el mismo valor numerko Si la 
cornentc en la rama jnductiva es mayor, la intensidad total estari retrasada respecto de h lensi6n aplicada- 
Si es mayor la cornente en la rama capacitiva, la corriente total estari addantada respecto de la tension aplicada! 

3-14 Dos elementos puros de un circuito serie tienen Ja siguiente corriente y tension: 

i> = 150 sen {500r + 10°) voltios, i = 13.42 sen (500/ - 53,4^ ampenos 
E>etenTiinar dichos elementos. 

Evidentemente, la corriente esti retrasada respecto de la tcnsi6n en un valor 53,4= + 10° = 63,4''; por 
tanto, el circuito es inductivo y estard fomiado por una resistencia R y una bobina de auioinduccion L. 

tg 63,4 « = 2 = uL/R, uL - 2R 

VJU - y/WTJZL)\ 150/13,42 = y/R* + {2R)*, R - ^n 

COD lo que L = 2Rlw = 0,02 H. El circuito estd formado por una resistencia A - 5 fl y una autoinduccion 

3-15 Un circuito sene compuesto por dos elementos puros tiene la siguiente corriente y tension (am- 
pcrios y voitios): 

t5 = 200 sen (2000f + 50°) voitios, / = 4 cos (2000f + 13,2°} amperios 
Determinar dichos elementos. 

Como cos x = ^n{x + 90^), podemos poner ; = 4 sen (2000f + 103,2=). De aqui que la corriente ade- 
lantc a la tensidn en un ingulo dc 103,2° - 50" = 53,2". En estas condiciones, el circuito debc estar formado 
por una resistencia R y un condensador dc capacidad C. 

tg 53,2" = 1,33 = ytoCR. IjoiC = 1,33^! 

VJl^ = yj!' + [\lo)C)\ 200/4 = JR"- + i\,nR)\ /? = 30 Q 
y C= l/(L33wif) = 1,25 x 10~' F ^ 12,5 n¥, 

3-16 En el circuito serie de la Fig, 3-16 la tensiiin y la corrien- 
te son 

V = 353,5 cos (3000f - W) voitios, 
/ = 12,5 cos (3000/ - 55°) amperios 

y la autoinducci6n dc la bobina es igual a 0,0! henrios. 
Hallar los valores de /? y de C. 

La corriente esti retrasada respecto de la tension un angulo 
de 55° - 10" = 45". Es dccir, ta reactancia inductiva, ojL, es mayor 
que la reactancia capacitiva, \l<aC. 

ig 45'' = 1 - (uL - lUQIR, («L - 1/«C) - R 

VJU = ^/R* + i^L - 1/«C)», 353.6/12,6 = ^/2R* 

R = 20 n 

y de (uL — 1/uC) = 12 se deduce 

C= 3.33 X 10-* F = 33,3 ^F Fig.S^IS 
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3-17 En el circuito paralelo de k Fig. 3-17 la funcion de tension es v = 100 sen (lOOOr + 50^) voltios. 
Expresar la intensidad de la corriente total mediante una funcion seno. 

i. - ^« + '. = -R + ij^'' 

= 20sen(lOOOt + 50°) - 5 cos (lOOOe + 50°) 

= A sen(1000t + 50°) cos + A cos (lOOOt + 50*) sen 4, 

de donde 20 = A .0. 4> Y -^ - A se. <f>. Po. tamo, tg ^ = -5.'20, = -14.05- en consecuenaa, 

A = 20/(cos (p) = 20,6. Asi, 

,V - 20^6 sen (1000< + 50^ - 14,05°) = 20.6 sea (1000/ + 35,95') 

La corrietite esta retrasada respeclo de ia tensi6n aplicada un angulo de l4.05^ 
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Fig. 3-17 



Fig, 3-18 



3-18 La tension apHcada al circuito «presentado en la Fig. 3-18 es . = 50 sen (50W< + 4J) voltios. 
Hallar las intensidades de corriente en todas las ramas as. como la mtens.dad total. 



= 1. 



+ tj. + if 
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= 2 5 sen (5000? + 45°) - 6,25 cos (5000f + 45") + 5 cos (SOOOl + 45 ) 

= 2*5 sen (5000/ + 45^) - 1,25 cos (5000/ + 45^ 

= 2,8 sen (5000/ + 18,4"), empleando los metodos de este capitulo. 

La corrienie esta retrasada respecto de la tensi6n aplicada un dngulo de 45' - 18,4^ - 26,6^ 
Observese que !a intensidad total tiene un valor maxtmo de 2,8 A. Este valor ^^,,"^«"'^^;i^^\7^2" 

cala, de las intensidades que circulan por las tres ramas. 



3-19 Por la asociacion en serie RLC de la Fig. 3-19 circula una corriente (" = 3 cos (5000/ - 
perios, Hallar la caida de tension en cada elemento y la caida de tension total. 



60^) am- 



V, 



= V. 



+ V^ + V, 



--. Ri + L^ + 
dt 



hj 



idt 



= 6 cos (5000t " 60^) " 24 seji (SOOOt - GO") + 30 sen (SOOOd - 60'^) 

" 6 COS (BOOOt - 60^) t^ 6 sen (5000f - 60 = ) 

= 8.49 cos (5000t - 105^), empleanilo los metodos de este capitulo. 

La corriente esta udelantada respecto de la iensl6n total un angulo de 
105° - 60° - 45^ 

Observese que la tension maxima aplicada es de 8,49 V. La tensidn en los 
dementos individuates del circuito es mayor que esta para los elcmentos in- 
ductivo y capacitivo, Haciendo una rep re sen tac ion grifica a escala se vena in- 
mediatamente. 
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Problemas propuestos 

3-20 Pot una bobina para de autoinducciin L = 0,01 henrios circula una corriente / = 5 cos 2000r amperios, Hallar 
su icnsi6n en homes. SoL 100 cos (2000^ + 90') V. 

3-21 Por uD condensador puro de capacidad C = 30 micro faradios circula una corriente i ^ 12 sen 2000^ ampcrios, 
Hallar su tensiin en bornes. SoL 200 sen (2000/ - 90°) V. 

3-22 Ed un circuito scrie RL, con R = 5 ohmios y t = 0,06 henrios, la tension en bornes de la bobina es y^ ^ 15 
sen 200; voltios. HaJlar la tension total, ta intensidad de corriente, el Angulo de fase de i respecto de Vj^ y el m6du- 
lo de Ea impedancia. 
Sol. i = 1,25 sen (200; ^ 90^) A; r^ - 16,25 sen (200/ - 22,65^) V; 67,35^ VJI„ - 13 a 

3-23 En el mismo circuito serie del Problema 3-22 la tensi6n en la resistcnciaf es u^ = 15 sen 200r. Hallar la tension 
total, la intcnstdad de corriente, el angulo de fase de i respecto de Vr y- el modulo de !a impedancia. 
Sol. / = 3 sen 200; A; ty = 39 sen (200; + 67,35*) V; 67,35^ VJI„ = 13 fl. 

3-24 En un circuito serie de dos elementos simptes !a tension y la corriente son (voltios y amperios): 

Vr = 255 sen (300; + 45^); J - 8,5 sen (300; + 15") 
Determinar dichos elementos. SoL fi ^ 26 fi; L = 0,05 H. 

3-25 En un circuito serie de dos elementos simples la tension y la corriente son (voltios y amperios): 

uj. = 150 cos (2001 - 30^^); / = 4,48 cos (200; - 56,6°) 
Dctcrminar dichos elementos. Sol. A = 30 fi; L = 0,075 H. 

>26 Dos elementos simples /f = 12 ohmios y C ™ 31,3 microfaradios se unen en serie y se Ics aplica una tension 
p = 100 cos (2000; - 20*) voltios. Los dos mismos elementos se unen ahora en paralelo con la misma ten- 
sion aplicada. Hallar la intensidad total que circula en cada conexion. 
SoL Scrie: ; = 5 cos {2000; + 33,2') A; paralelo: i - 10,4 cos (2000; + 16,8"} A. 

3-27 Una resisicncia R = 27,5 ohmios y un condensador C = 66,7 microfaradios se unen en serie. La iensi6n en el 
condensador es v^ = 50 cos 1500; voltios. Hallar la tension total tv, el ingulo de fase de la corriente sobre la 
lensiin y el modulo de ta impedancia. 
5^/. vj = 146,3 cos (1500; + 70°) V; 20^; VJI^ = 29,3 tt 

3-28 Una resistencia ^ = 5 ohmios y un cierto condensador se unen en serie. La tensi6n en la resistencia es v^^ = 25 sen 
(2000f + 30°) voltios. Si la corriente esta adelantada 60'' respecto de la tension, ^cuil cs el valor de la capaci- 
dad C del condensador? SoL 57,7 pF. 

3-29 Un circuito serie LC, con L = 0,05 henrios y una capacidad desconocida, tienc la tension e iniensidad de co- 
rriente (voltios y amperios): 

Vrr - 100 sen 5000;, i = 2 sen (5000; -h 90") 

Hallar ei vaior de la capacidad C. 5^/. 0,667 /iF, 

3-30 La corriente que circula por un circuito serie RLC esid retrasada 30'' respecto de la tension aplicada. El valor 
miximo de la tension en la bobina es el doble de la correspond ientc a! condensador, y u^ = 10 sen 1000/ voltios. 
Hallar los valores de L y de C sabiendo que R = 20 ohmios. 
SoL L= 23,1 mH; C= 86,5 /jF. 

3-31 Un circuito scrie RLC, con Ji - 5 ohmios, L = 0,02 henrios y C = 80 microfaradios, tiene aplicada una ten- 
sion senoidal de frecucncia variable- Determinar los valores de oj para los cuales la corriente {a) adelanta 45'' 
a la tensi6n, {b) esti en fase con ella, [c) retrasa 45^ SoL {a) 675; (b) 790; (c) 925 rad/s, 

i*32 Un circuito paralelo consta de dos ramas; en una de ellas tiene un elemento resistivo puro de J? = 50 ohmios 
y en la otra hay un elemento desconocido; se sabe que la corriente y tension aplicadas son (voltios y amperios); 

u = 100 cos (1500/ + 45"); ir = 12 sen (1500/ + 135') 

Dctcrminar el elemento desconocido. SoL R ^ IQ Cl. 

J33 Hallar la intensidad de corriente total que circula por el circuito paralelo formado por L = 0,05 henrios y 
C - 0,667 microfaradios al que se le aplica una tension i; ^ 100 sen 5000/ voltios. 
SoL ij ^ 0,067 sen (5000/ ^ 90^) A. 
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3-34 Una rcsisicncia /? = 10 ohmios y una autoinduccion L ^ 0,005 henrios estan en paralelo. La corriente que 
circula por la rama inductiva es i^ = 5 sen (2000^ - 45"") amperios. Hallar la intensidad de corriente total y el 
angulo de fase enire ij- y la tension aplicada. 
Sol. ij = 7,07 sen (2000/ + 0^) A; 45^ {ir retrasada respecto de v). 

3-35 Vu circuito paralelo tiene en una de sus ramas una resistencia R ^ 5 ohmios y en la otra un elemento desco- 
nocido; la tensidn aplicada y la corriente total son (voltios y amperios): 

V = 10 cos (50/ -f 60^); / = 5,38 cos (50/ - 8,23^ ) 

Determinar dicho elemento desconocido. Soi L = 0,04 H. 

3-36 Dos elemenios simples, R ^ 10 ohmios y C = 100 microfaradios. se unen en paralelo y se aplica al conjunto 
una ten&i6n v = 150 cos (5000/ - W] voltios, Hallar ta intensidad de corriente total que circula por ellos, 
Sol. ij - 76.5 cos (5000/ + 48,7^) A, 

3-37 Un condensador pure de capacidad C = 35 microfaradios se uns en paralelo con otro elem.ento sim.pte. Sabien- 
do que la tension aplicada y la intensidad de corriente total son i = 150 sen 3000/ voltios e /V = 16,5 sen 
(3000/ + 72,4") amperios, respectivamenie, determinar dicho elemento desconocido. Sol. R = 30 Q, 

3-38 Un circuito paralelo LC tiene aplicada una lension v = 50 cos (3000f 4- 45"") voltios y la intensidad dc corrien- 
te total que circula por el conjunto es ij = 2 cos (3000/ - 45') amperios. Tambien se &abe que la corriente en 
la rama inductiva es cinco veces mayor que per la otra. Hallar los valores de L y de C. 
Sol. L = 6,67 mH; C = 3,33 iiV , 

3-39 La tension apiicada a tres ramas en paralelo, cada una de las cuales contiene un elemento simple, es v = 200 
sen 1000/ voltios. Los valores de la& ramas son /? = 300 ohmios, L ^ 0,5 henrios y C = 10 microfaradios, res- 
pect ivamente, Hallar la corriente total, e! angulode faseentre /^^y la tension aplicada y el modulo de la impedancia. 
Sot. ij = L74 sen (1000/ -h 67,4") A; 67.4^ (ij adelantada respecto de v}; VJI^ =- 115 a 

3-40 Ha!!ar el -valor de la autoinduccion L en el circuito paralelo representado en la Fig. 3-20 sabiendo que la ten- 
sion aplicada y la intensidad de la corriente total son i' = ICK) sen 500/ voltios e i^ - 2,5 sen 500/ amperios, res- 
pectivamente. So!. L = 0,08 H, 
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Fig, 3-21 



3-41 En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-21 ta tension aplicada es r ^ 50 sen (2000/ - 90"^) voltios. Hallar 
la intensidad de la corriente total. SoL ij ^ 11,2 sen (2000/ - 116.6^1 A, 

3-42 En el circuito paralelo representado en Vd Fig. 3-22 la tension aplicada es r - 100 sen 5000/ voltios, Hallar las 
intensidades de corriente /V ii, ij. 
SoL /i = 7.07 sen (5000/ - 451 ^\ h = 7,07 sen (5000/ + 45") A; ir = \0 sen 5000/ A. 
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3^43 En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-23 la tensi6n. aplicada es v ^ 100 cos (5000/ H- 45") voltios. 
{a) Hallar la intensidad de la corriente lotaL [b) i,Que dos elementos asociados en serie habria que colocar para 
que circulara la misma corriente y fuera. por tanto, cquivalente al circuito paralelo para la misma frecuencia? 
Soi [a) ij = 18.5 cos (5000/ + 68,4^) A; {h) circuito serie de fl = 4,96 ft y C = 93 /^F. 
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NUMEROS REALES 

Ei cuerpo de hs numeros reates se compone de los correspond ienles a los numeros racionales e iff a- 
cionalcs. El conjunio de los numeros reales se puede poner en correspond encia biunivoca con el conjunto 
dc los punlos de una recta que se llama eje real\ es decir, cada punto de ta recta representa un unico nt- 
mero real y cualquier numero real se representa por un unico punto de la recta, como muesira la Fig. 4-1. 
La suma, resta, muUiplicacion y division de dos numeros reales es otro numero real. La raiz cuadrada 
de un nijmero real positivo es lambien oiro numero real; pero si es negative, su raiz cuadrada no es un 
numero real o bien no corresponde a ningun punto de la citada recta. 

-14/3 -r -V^ ^ t r m 

.1 I , U t-i — \ 1 1-J — f — ^-^ * 



-s -« -3 -a -J 1 t * * * 

Fig. 4-1. Eje rtal 

NUMEROS IMAGINARIOS 

La rafz cuadrada de un numer o real negative es un numero imaginarw; por ejcmpfo» son numeros 

imaginarios y/-^, >/-2, x/-5, ^-16, etc. 

Si hacemos/' - y -^. que se llama unidad imagmaria, se puede escribir, ^/-2 = jy/l, V ~4 = ./2. 
fZs = ) /s, V-16 = J4, etc. Las sucesivas potencias de la unidad imaginaria son 

p = -1, P = p'j = (-1); = -;, ?^ = {Pf = 1, P ^ h ... 

E! conjunto de ios numeros imaginarios se puede poner en correspondencja biunivoca con el con- 
junio dc los puntos de otra recta, que se llama eje imaginario, como muestra la Figure 4-2. 

-j6 -j4 -;3 ~i% -n ;i ;2 ;'» i* i^ 

1 1 i 1 H— H \ 1 i f 1 ^ 



Fig. 4-2. £j« imaginario 

La eleccion de la palabra imaginario es muy desafortunada, pues estos numeros tienen tanta exis- 
lencia fisica como los reales. El vocablo significa, exclusivaniente, que los numeros imaginarios no se 
pueden rcpresentar por un punlo en e! eje dc los numeros reales. 

NUMEROS COMPLEJOS — 

Un numero complejo z es de la forma .x + jy, en donde x e y son n.imeros reales yj = V- ! . En un 
numero complejo x + jy la primera componente, x, se llama parte real y la segunda j>, parte imagmar.a. 
S rpar'eTeaUs nula . = 0, el numero complejo se reduce a un numero imagmano (puro) y se repre- 
senta por un punto sobre el eje imaginario. Analogamentc, si la que es nula cs la parte imagmana, >' = 0, 
™eTo compljo se reduce a un numero real y se representa por un punto del eje real. Por consigmen- 
1 eUonjunto de los numeros reales tiene como subconjuntos al de ios numeros reales y al de los .ma- 

^'"'' La'condicion necesaria y suficienle para que dos numeros complejos, a^jbyc^ jd, sean iguales 
es que a '^ c y b - d, 
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Si se traza el eje real perpendicular al eje imaginario, como se representa en la Fig. 4-3 » siendo el 
punto de interseccion llamado origen, el conjunto de los numeros complejos se puede poner en corres- 
pondence a biunivoca con el conjunto de puntos del piano complejo asi formado, En dicha Fig, 4-3, se 
han situado los seis numeros complejos (Zi, ..., z^) que aparecen a su izquierda. 
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DISTINTAS FORMAS DE EXPRESAR UN NUMERO COMPLEJO 

En la Fig. 4-4, jc = r cos 5, >' = r sen B, con lo que el nu- 
mero complejo z es 

z = jc + ;> = r(cos -H ; sen 0) 

en dondc la expresion r = V^x^ + >'^ se iiama moMo de z, y el 
fingulo 6> = arc tg yjx recibe el nombre de argumento de z. 

La f6rmula de Euler, e'' ^ (cos 6 +jscn 6), permite.ex- 
presar en oua forma, que se llama exponencial* un niimero 
complejo (vease Problema 4-1). 

z - r cos 4- yr sen ^ re^^ 

En teoria de circuitos es muy frecuente cmplear la forma polar o de Steinmetz de un niimero com- 
plejo z y se suele escribir asi: 

rlO 

en donde 9 se mide en grados o en radianes. , . i 

A continuaci6n se resumen las cualro formas de representar un numero complejo; el empleo de 
una u otra depende, fundamentalmente, de la operacion que se trate de efectuar. 



RepresenldCJbn polsir de un 
niimcro complejo z 

Fig. 4-4 



Forma binomica z 

Forma polar o de Steinmetz z 

Forma exponencial 3f 

Forma trigonometrica z 



X +jy 

r/1 

r(cos 6 -H J sen ^) 



CONJLiGADO DE UN NLIMERO COMPLEJO 

El conjugado del nilmero complejo z = x + ;>' es el compiejo i* = x - jy, Por ejemplo, son nu- 
meros complejos conjugados los pares: (/) 3 - ^2 y 3 + Jl, (2) -5 -l-;4 y -5 - ;4. 
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En forma polar, el conjunto dc z ^ r fS &s 
2* = f /-O .Comocos (-6) - cos ^ysen {-6) - 
-sen 0, el conjugado de z - /-(cos + j sen 0) es 
z* = r(cos ^ - J sen £>). Por ejemplo, el conjuga- 
do de z = 7/30° es 1* = 7 /-30^ 

En el piano complejo, el conjugado z* de un 
numero complejo z es siempre el simetrico de z 

respecto del eje real, como se muestra en la Fi- 
gura 4-5. 

Por consiguiente, las cuatro formas de escri- 

bir un niimero complejo z y su conjugado corres- 

pondiente son: 




z = X + jy 
z* = X — jy 



z - rl8_ 
z* - rf-d 



% — re'^ 



= re 



'iS 



^1 = 3 + ;4, 2* = 3 - ;4 
Z2 = 6 /143.1° , z* = 5 /-U3,P 
Fig. 4-5. Numeros complejos y sus conjugados 

z — ?-(co3 $ + j sen 5} 
z* = r(co3 5 — J sen $) 



SUMA Y RESTA DE NUMEROS COMPLEJOS 

Para sumar (restar) dos niimeros complejos se suman (restan) sus partes reales y sus partes imagi- 
narias independientemente. En la practica, para sumar (restar) complejos lo mas comodo es escribirlos 
en forma binomica. 

Ejemplo i. Sean los complejos zj = 5-;2 y x^ = -3-ja, Entonces, 

Zi + zj = (5 - 3) + j(-2 - 8) = 2 - ;10 
i2 - zi = (-3-5) + ?(-8 + 2) = -B - j6 

mulupucacion de numeros complejos 

El producto de dos niimeros complejos, escritos en forma exponencial, se deduce inmediatamente 
de las propiedades de la potenciacion. 

Si los complejos se escriben en forma polar es evidentc que 

Z1Z2 = {r\[ex){nle2) = rira /gi + ga 

Por illtimo, si los complejos vienen dados en forma binomica se multiplican como si fueran po- 
linomios. 

Z1Z2 - {xy + jy^){x2 + jy2] = x^X2 + jx^y^ + jy^x^ 4- fy^^y^ 

= Ui^3 - >'i>'2} + yUi>'j + yix^) 

Ejempio 2. Si Z| - SeJ^'a y z^ = 2e-J''/«, results ajz^ = (5e/'f/8)(2«-Ji^/e) = lOeJ'^''*. 
Ejemplo 3. Si Zj - 2/30^ y zg = & /-45° , resulu z^i^ ^ {2/30^ ) (5 /-45° ) = 10 /-16° . 
Ejemplo 4, Si z, = 2 + j3 y zj = -1 - j3, resuJta zjZg = (2 + ?3)(-l - ;3) = 7 - ;9. 



DIVISION DE NLfMEROS COMPLEJOS 

El cociente de dos numeros complejos, escritos en forma exponencial, se deduce inmediataraente 
de las propiedades de la potenciacion. 
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Si ios complejos se escriben en forma polar es evidente que 

Por ultimo, si Ios complejos vienen dados en forma binomica se multiplica el numerador y deno- 
minador por el conjugado del denominador, 

Elemplo 5. Sean Zj - 4e''/3 y z^ = 2eJ'f'«; entonqes ^ = i^^ ^ 2c^'/a. 

z 8/— '50'' 

Ejemploe. Sean z.^^L:^^ y z. ^ 2/^60° : enlonces -i = ^)====- = 4/30^. 

Ejeroplo 7. Sean t, ^-- 4 - ■ j5 v i, = 1 + i2;entoncesfi ~ ^~J"^ (I t J.^^ = zIzlM, 

RAIZ DE UN NUMERO COMFLEJO 

Cualquier nilmero complejo dado en la forma z = r e^^ cquivale a escribir z = re'^'*^'"'K con 
rt = 0, ±1, ±2, . . . Aiiilogamente, z = r/0 es equivalente a z = r /(6 + n360^ ). Por consiguiente. 



T e^^ ~ ,^gj{e+zir») 



nf^ ^ ^^«0 + 2,n,>/)c 



z :^ rll^ r /(g + n360°) y v^ = ^/(^ +nS60'')/fe 

Dando a it Ios valores 0, 1, 2, 3, . . ., (/c - 1), se deducen las k raices distintas que posee un ntimero com- 
plejo. 

Ejemplo 8. 

Si z = 8^", se deduce que ^/z = ^/8 /f6Q° + n360^ V3 ^ 2 /(20° + ^120" ). Como rt se le pueden dar Ios 
valores 0, I y 2 se obiienen las tres raices 2/20". 2 /140° y 2 /260° . 

£}empb 9, Hallar las raices quinias de la unidad (real). 

Como 1 = le^^"", se tiene yi = yj^^"'^ ^ i^2wj Como n se le pueden dar Ios valores 0, 1, 2, 3 y 4, 
las cinco raices quintas son I/CT, ], l/TT, 1 /144° , 1/2162 X V^S^' - 

LOGARITMO DE UN NUMERO COMPLEJO 

El logaritmo neperiano o natural de un numero complejo se halla muy facilmente si esle se escribe 
en forma exponential . 

In z - inre^^«+^'''' = In r + In e^^^ + *"> = In r + ;(* + 27rrt) 

El resultado que se obtiene, pues, no es unico. Se llama valor principal del iogaritmo al que corres- 
ponde a « = 0, y es el que se considera con mas frecuencia. 

Ejcmplo 10. Si z = 3F'''^ se deduce In i =^ In z e^"'"' = In 3 + jn/6 = 1.099 +>0,523. 

EMPLEO DE LA REGLA DE CALCULO EN EL ALGEBRA 

DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 

iDtroduccioii 

En la noiacion fasonal que veremos en el Capitulo 5. la tension* la intensidad de corriente y la im- 
ped anci a son numeros complejos. Las formas de expresion mas frecuente de estas magnitudes son ta 
binomica y la polar. Es necesario, pues, pasar rapidamente de una a otra forma, ya que lo mis c6modo 
para multiplicar y dividir complejo? ss escribir Ios en forma polar y, en cam bio, para sumarlos o restar- 
Ios lo mcjor es hacerlo en forma binomica. 
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Para estas conversiones, es muy aconsejable manejar con soltura la regla de calculo decimal-trigO' 
nometrica. Existen diversas reglas de calculo y recomendamos aprender bien su utilizacion leyendo el 
libro de instrucciones que la acompaiian. 

Como el prop<Ssito de esla parte es llegar a una r^pida y eficaz conversion en cualquier sentido, las 
explicaciones trigonometricas se reducen al minimo. 



PASO DE FORMA POLAR A BINOMICA 

Ejeiii{do 11. Expresar 5C y53,r en forma bin6mica, x + jy. 

1 . Sc hace un «mono» o dibujo expresando el hecho dc que el angulo es mayor de 45° 

2. X = 50 cos 53, r = 50 X 0,600 = 30, 
>> ^ 50 sen 53,r = 50 x 0,800 = 40. 

3. Las partes real e imaginaria son ambas positivas. 

4. 5 0/53,1° = 30 + ;40. 




Ejeinpk) 12. Expresar 10 0/- 120° en forma binomica, x + jy- 

1. Se dibuja el «mono» correspondiente. EI angulo de referenda cs 60' 

2. x= IQO cos 60° = 100 >< 0,500 = 50, 
>f = 100 sen 60° = 100 y 0,866 = 86.6. 

3. Las partes real e imaginaria son ambas negativas. 

4. jooz-iao" - -50 -;86,6. 




PASO DE FORMA BINOMICA A POLAR 

£;jenipli> 13. Expresar 4 + /3 en forma polar, rfO, 

1 . Sc hace un «mono» o dibujo exagerando el hecho de que la parte real es mayor 
que la parte imaginaria, es decir, el angulo es menor de 45°. 

1 3 

2- fl = arc tg 2 - arc Ig 0,75 = 36,9^ {<4y) sen 36,9° - 0,600, de donde r = ^^ 

4 
0,800. de donde r = ^^ = 5. 

3. 4 + jl = 5/36,9°. 




= 5 o bien cos 36,9^ = 



Ejejvpio 14. Expresar -10 +;20 en forma polar, rjO. 

1 . Se dibuja ^t <fmono» correspondiente. El angulo de referencia 0^ es menor de 45° 
(complementario de 0). 

20 

2, 0, = arc tg — = arc tg 2 = 63,4^ Por tanto. = 180^ - 63,4° = 116,6°. 

20 
sen 63,4* = 0,895. dc donde r = -—7 = 22,4 o bien cos 63,4'' = 0,449, de 



donde r = 



10 



= 22,4. 



0,449 
3. -10 +;20 = 22,4/1 16.6"- 
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OPERACIONES CON ANGULOS MENORES DE SEIS ORADOS 

Cuando el valor numerico d«l anguto de la forma polar de un numero compiejo es tnuy pequeiio, 
el modulo r y la parte real ,v de la forma binomica son aproximadamente iguales. Para \0\ ^ 5,73°, Jos 
valores dc r y de ;r se consideran iguales. La parte imaginaria jy = Jr sen se determina empleando 
la escala de senos tangentes {ST) de la reglilla en la que se hace la sustitucioo de los mfinit^simos equi- 
valentes: seno, arco y tangente. La misma hipoiesis se hace cuando el angulo es proximo a 180 , cuyo 
aneulo dc referencia para los cilcubs es menor que 5J3^ _ 

Si el valor numerico de es proximo a 90°, el modulo r- y el valor de y de la parte imaginana co- 
rrespondiente al complejo escrito en forma binomica son aproximadamente iguales.Para 84,27=' ^ ^ 
9$ ir los valores de r e > se suponen iguales. La parte real jf = r cos a se determina empleando la escala 
dc senos tangentes de la reglilla. teniendo en cuenta que cos = sen (90'' - 6). Esta misma considera- 
don se hace para valores de prdximos a 270% en los que el inguio de referenda es igual o mayor que 
84,27% 



Ejemplo 15. Expresar 10 /3.5' en forma bindmica. x i- jy. 

L Se hace un «mor.o>> o dibujo exagcrando el valor del angulo. 

2. Como d angulo es menor de 5,73", la parte real x = 10, 

3. sen 3.5° = 0.06 L de donde >- = 10 x 0,061 =0,61. 

4. Las paries real e imaginaria son ambas pqsitivas- 

5. IQH^ = 1 + A61 ■ (Par^ ingulos muy pequenos, la relacion entre las partes real 
e imaginaria es de 10 a \.) 




Ejwnplo 16. Expresar 450/9£ en forma binomica. x 4- Jy. 

1. Se hace el «mono» correspond lenie. El angulo de referenda es 86^ 

2. Como el angulo de referencia cb mayor que 84,27*. la parte imaginaria y 

3. cos 86' = sen 4' = 0.070, de donde ;c = 450 x 0.070 = 3L5. 

4. La parte real e5 ncgaiiva y la imaginaria cs posniva, 

5. 450/?£= -31.5 +;450. 



= 450, 




Ejempio 17. Exprewr 50 + /500 en forma polar, rfO 

I Se hace el «mono» cor respond icnie. La reiacion de partes imaginaria a real es ma- 
yor que iOa I. locualindica que el angulo cs mayor de 84. 27* ;por tamo, c = 500. 



2. Oi = arc ig 



— ^ arc ig 0.04 - l.y. For tanto. = 90' - 2^ = 87,7' 



500 

}. 50 + ,/500 - 5mf^i_.r 




Ejempio 18. Expresar -4 ^ /S5 en forma polar, r/0. 

! Sc hace d «mc.no>^ correspond iente. La relacion dc paries imaginaria a real cs ma- 
yor que 10 a i . lo cual indica que e! angulo es mayor de 84,27" ; por lanto, r ^ S5. 

2. 0, - 90 - itrc ig -i = 90^^ - arc ig 0,047 = 90^ - 2,7^ = 87.3^ Por tanto, = 

87.3 ■ ± 180" - 267,.V' o bien -92.7". 
3 .^4 _ j85 - 8 5^267,. V ^ S5/-9rr. 
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Problemas 

4-1 Demostrar la fonnula de Euler. 

SupoDgamos que una funci6ti se puede represenlar por una serie de potencias de x de tipo Maclaurin : 

fix) = /(O) + xf'{Q) + f^/"(0) + ~f"'(0) + ■•■ 4- -Eill!i/f«-i><0) + ■-. 

sicndo cootinuas, en ;i; = 0, la funcion y iodas sus derivada». 

Los desarrolJos de Maclaurin de cos 6, sea d y e^ eti poiencias de 8 son: 

52 S^ e« ^ tf3 j5 j7 

costf = 1 - 2T^ 4!" 6! + •" '""^ " * ~3T+ 5! ~ 7!"+ *" 

'' 2! ^3i 4! ^5! 6! "^7! 

AgnipaQdo termioos en la serie correspondienie a ^ tcndremos> 

4-2 Dibujar el piano complejo y situar los siguientes numeros complejos. Expresar cada uno de ellos 
en forma polar y repetir el dibujo. Comparar las dos representaciones graficas para cerciorarse de 
que las conversiones fueron bien hechas. 

ia) 2- j2 ib) 3 + jB ic) -5 + j3 {d) -4 - j4 (e) 5 + ;0 {/) j6 {g) -4 {k) -j6 

4-3 Expresar cada uno de los niimeros complejos que se dan a continuacion en forma polar: 
(a) ISei^"^ (t) Bc-JSt/s (c) -iei^^ff^ (d) ^2e~^''f^ ie) lOe-if^^^ - (/) -ISe^^^^^^ 
Soi (a) l5/45_°, (d) 5 /-12Q<^ , (c) 4 /-30° , (rf) 2/90^. (e) 10 /-210^ 6 lO^lST , (/) 18/-90^ 

4^ Efectuar la operacion que se indica: 

{a) z = 3 - j4. Hallar zjt*. {d) z - 2.5«-J^/'J. Hallar;?^*. {g) 2 - 95/25^ . Hallar z ^ z*. 

[b) z ~ 10 /-40" ■ Haliar zz*. {e) z ~ 2 + jS. UaWar 2 - z'^ , {h) z - r^.^allar 2/3*. 
ie) z = 20 /53,r . Hallar z + ^^ {/) ^ = 10 - j4. Hallar 2 + 2*. 

5o/. (d) 25, (6) 100, (c) 24, (rf) 6,25, (e) jl6, </) 20, {g) jB0,2, (A) 1^. 

4-5 Hallar las raices que se indican de los niimeros complejos siguientes: 

(a) y/W+H ib) y/lEoJEMl <o) \'6.93 - ;4 (d) v^27?3^ (e) vT (/) VT 
SoL (a) 3.07/29° , 3.07/209° , {b) 12.25 /-30^ , 12,25^^! - <«) ^-^0° > 2^110f . 2^230^ , (d) SeJ''/^ 
3eJ7'f/6^ 3cJ>i'^/8, (c) l/g , 1 /90'^ , 1 /180^ , 1 /270^ , (/) 2/0. 2 /180° , es decir. ±2. 

4^ Hallar el logaritmo neperiano de los numeros complejos {a)-(d). En el apartado (e) calcular el 
producto raediante logaritmos. 

ia) 20/452, (*> 6 /-60\ (c) 0,5/1201, (^> O.^/JSO^. {e) (0,3/1 80°)(20/45°) 
Sol. (a) 3 +/re/4. (/?) 1,79 - ^/3, (c) -0,693 + j2t:/3, (rf) -1,2 +7n, (e) 6/^25^ 

4-7 Mediante la regla de cdlculo, pasar de forma polar a bincSmica cada uno de los niimeros complejos 
que se indican. 

(a) 12,3/30^ SoL 10,63 +j6.15 {e) 0.05 /-20° Sol. 0,047 ^ yO.Ol 71 

(i) 53/160^ -49,8+yl8,l if) OmW 0,00052+70,00295 

(c) 2S /-45° MJ-nU \s) 0,013/260- -0,00226 -yO,ai 28 
{d) 86 /- 115^ -36,3-778 (A) 0,156 /- 190^ -0,1535 + ;0,0271 

4-8 Mediante la regla de calculo, pasar de forma binomica a polar cada uno de los numeros complejos 
que se indican. 
{a) -I2+7I6 Sol. 20 /126,8" («) 0,048 -yO,l53 SoL 0.160 /-72,55° 

[b) 2-j4 4,47 /-63.4° {/) 0,0171 + y0.047 0,05/J^ 
(j.) _59-;25 64 /203° (g) -69.4-/40 80 /210° 
{^) 700+;200 727/16° (A) -2 + ;2 2S,3/135_' 
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4-9 Mediante la regla de calculo, pasar de forma polar a binomica cada uno de los numeros complejos 
que se indican: 
t^, W/v So! 10 + ;0 523 ie) 0.02,,<>4° Soi -0.00139 + jO,02 

, 50r^93^ -2,62 -j5^ is) 0,80/:^ '*'?," ^'^'To 

{^] ;^y^ -45+;0.785 0) 200/i8r -200 -,3.49 

4-10 Mediants la regla de calciilo, pasar de forma binomica a forma polar cada uno de los numeros 
complejos que se indican: 
(,) 540+740 Sol. 540/4,25= 1^) O-^ " ^O^f Sol. 8^^ 

I,) 8-yO,5 8/^581 (^) -200-^4^ O^fTTsr 

(rf) 25+;717 717,/S8: (A) 0,02-^001 0,02/^2^ 

4-11 Como ejercicio con la regla de calculo. pasar de una a otra forma los numeros complejos que se 
indican. Pasar las respuestas a la forma original: 

(.) 40/10^^ ie) 5,0^;0,3 (0 -0,05->0,80 (m) 80/_:^ (?) 0.85/r 

A i8-;9 if} 050/174^ 0) 150/-^ 5= in) -15-y30 (r) 3 +;4 

S oloey-foi- ih) 25mL O -l080+,-250 (p) -26 +,15 (0 -5^A66 

4-12 Hallar la suma o diferencia de los numeros complejos que se indican: 

(a) (10/5M! ) + (4 + J2) SoL 10 + ;10 (.) (-5 + i6) " (^,07^135! > ^'^- » 

fM (10/90n + (8-j2) 8 + j8 (/) (2 - jlO) - (1 - jlO) 1 

I j) (2.83Z4L= ) - (2 - ;8) ;io ('0 -i^imi ) - a - ;6) -4 + ;2 

4-13 Hallar el producio de los numeros complejos que se indican. Como ejercicio complementano, 
se pueden convertir todos los complejos a forma polar y calcular de nuevo su producto, com^ 
probando el.resultado: 

(„j (3-j2)a-j4^ ^oi. -e-iu {e) iizm Sol- -10 

(6) (2 + i0)(3-j3) 6-;6 (/) ("^W) « 

L f-l-iDd^Jl) -?2 (i'^ (2 + j2K2-;2) 8 

4-14 Hallar el cocieme de los niimeros complejos que se indican multiplicando numerador ydenom^^^ 
nador por el complejo conjugado del denominador. Pasar los numeros a forma polar y calcular 
de nuevo su cociente comprobando el resuUado: 

(a) (6 + ma - Jl) Sol. a M (3 + i3)/(2 + ,2) Sol. 1,5 

W 4-/8,/(2+>2) -l-i3 ,/) (-6-iI0)/(2 + ,4) -2,5 

W (8 + ;12)/02) 6-, -4 Wi5/(2-,2) -1.25+;1.25 

4-15 Hallar cada unos de los produclos que se indican: 

4-16 Expresar cada una de las relaciones por un unico complejo; 

(.) (23,5+A55W4,53-;2,ll) Sol. 5/45: W (WS/jrVP +>l) Sol. 3.08t!i| 

6 212-21,2,/(3,S4-.A54) «/21 J^J'^+i*^ 1^ 

c r-7 07 + ,7 07)14.92 + /0,86«) 2/125° («) Ui6 + j») "''tiiiL 

{^! l->i5V(6'36-/6.36) 5E45: (*) (- 10 + .10) /(2 - ,1) lOflilSl 

4-17 En cada uno de los casos siguientes hallar el valor de la expresion 2,zJ(z, + Zj): 

,^, , =io+j5,^! = 20/30' Sol. 7,18/27,8" M z, = 6 - JZ. 2,^ I + fi Sol. 5.S2gW 

S ;; = 5/45:, .; - lo/,:^ 5.5,155- w -, = 20, ., =/4o 17,9^6^ 



Capitulo 5 



Impedancia compleja y notacion fasorial 



INTRODUCCION 

El analisis de circuitos en regimen permanente senoida] tiene una gran importancia no solo porque 
las tcnsiones que summistratx los generadores son, muy aproximadamente, funciones senoidales del 
licmpo, sine porque cualquier forma de onda periodica se puede sustituir por un termino constante y 
una seric de terminos de senos y cosenos, Se trata del metodo de Fourier de analisis de formas de ondas 
y seri objeto de estudlo en otro capitulo. 

En el Capitulo 3 se cstudiaron muchos circuitos sencillos en los que las tensiones y corrientes eran 
funciones senoidales del tiempo. Sin embargo, hemos visto como a pesar de tratarse de circuitos relati- 
vamente simpJes su analisis es muy pesado, Mediante el empleo de la noi^c\6r\ fasorial en la representa- 
cion de tensiones e intensidades de corriente y el concepto de impedancia compleja de los elementos del 
circuito, el estudio en regimen permanente senoidal se facilita en grado sumo. 



IMPEDANCIA COMPLEJA 

Consideremos al ctrcuito serie RL de la Fig. 5-1 al que se le 
apUca una tension v{t) = V^e^^', Segiin la formula de Euler, esta 
funcion se descompone en un termino en seno y otro en coseno, 
V^ cos tor + jV^ sen cdl Aplicando la segunda ley de KirchhofT a 
la matla o lazo tendremos, 



Ri{t) -f L 



dijt) 
dt 



^^e-rQj 



y», e'"f 



Esta ecuacion difercncial lineal es de primer orden y su solucion 
particular es de la forma i{t) = Ke^'^K Sustituyendo esta funcion 
de corriente resulta, 



Fig. 5-1 



de donde K = 






i{t) 



R + j^L 



€J"', La relacion entre las funciones de tension e in- 



R + juiL 

lensidad de corriente pone de manifiesto que la impedancia es un miraero complejo cuya parte real es 
el valor de i? y cuya parte iraaginaria es wL; 



Z = 



at) 



Vr^e^'-" 



V 



- gi^f 



- i? -f >L 



R + jwL 

Consideremos ahora un circuito serie RC con la misma 
tension aplicada V^e^"^', como indica la Fig. 5-2. En esle caso. 



Ri{t] + ~j'i{t)dt = V^e>"' 



in 




Haciendo i{t) = Ke''"' y sustituyendo en (/) resulta, 

1 



RKe^'"' + 



jcC 



Ke^^t = V^ e'"^ 



Fig. 5-2 
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de donde K — 
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^i<4t por tanto. 



Z = 



Vm e*"* 



R - j{\UC) 



Qm 



= R - 3{1UC) 



Una vez mas observamos como la impedancia es un niimero complejo cuya parte real es el valor 
y cuya parte imaginaria es, en este caso, - il<oC. 

Todo esto indica que los elementos de un circmto se 

pueden expresar mediante su impedancia compieja Z, la 
cual se puede situar directamente sobre el diagrama del 
circuity como indica la Figura 5-3, 

Ahora bien, como la impedancia es un niimeTO com- 
plejo se podra representar por un punto en el piano com- j^/.^ -i(\hC): 

plejo. Ademas, como la resist encia ohmica no puede ser 

negativa, solo se precisan el primero y el cuarto cuadrante. 

La representacion grafica correspondiente se llama dia- Fig,5.j 

grama de impedancias. (Vease Figura 5-4.) 



de^ 






-jX. 



Fig. 5-4. Diagramas de impedancia 

La resistencm R correspondc a un pumo sobre el eje real positivo. Una inductancia o reactancia 
inductW 1^ se representarrpor un punto del eje imagmario positive, mientras que una capacitanca 
o tctancf^^^^^^^^ ^c estara representada per un punto sobre el eje imaginano negativo. En general 

ZT^r.^:^ compieja Z se encontrara sobre el primero, o el cuarto -^d^-);^' Xlo'dict^^^^^^^ 
que int^ren el circuito. El argumento de la forma polar de Z esta comprendtdo, segiin lo dicho. entre 
+ 90* o bten +r/2 radianes. 

A un circuitc ^n. RL ccn /i = 5 ohmios y L = 2 milihenrios se le aplica una tension . = 150 sen 5000/ vol- 

Lir«aicia indue.™ « X, JIl = 50(K)(2 « 10" ') - 10 (1; por un.o. Z = 5 + JIO. En fcrma poUr. 
Z = 11,lS/«4!. 



"0! 



jlO 




Z = 6 + jlO 
, = ll.t6 /63,4^ 



Fig, 5-5 

^'^1 drcito serie /f C con /? = 20 ohmios, C ^ 5 microfafadios. se le aplica un. ten.i6n . = 150 cos 10.000/ 
vollios (Vease Fig. 5-6) Hallar su impedancia compieja Z. 

1 1 



La reactancia capaciliva es -^c - ~";^ ~ io.OOO(5 x 10~^) 
polar, Z = 28,3/^^45^. 



20 Q; por tanlo, Z = 20 -y^O. En forma 
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45 



"01 




-j20 



->20 




20 - ;20 
28.3 /-45^ 



Fig. 5-6 



En todos los circuitos, excepto en aquellos que solo coQtienen elementos resistivos puros, la im- 
pedancia es una funcion de la pulsacion gj, ya que tanto X^^ como Xc son funcioncs de w. For ello, cual^ 
qiiier impedancia compleja solo es valida para aquella frccuencia a la que fue calculada- 



NOTAOON FASORIAL 

Consideremos la funcion /(/) — r e'"'. Represenla un numero complejo que depende del tiempo /, 
Sin embargo, su modulo es constante e igual a r. Haciendo una representacion grdfica en los instanles 
/ = 0, n/4(D y n/lo), como indica la Fig. 5-7, se pone de raanifiesto la oaturaleza de la citada funcion- 



4j( = 





Fig* 5-7, Funcion re^"^ 

En efecto, para co constante, el segmento gira en sentido contrano al de las agujas del reloj con ve- 
locidad angular constante. Si observamos tas proyecciones de este segmento giratorio sobre los ejes 
real e imaginaiio, veremos que coinciden con los terminos coseno y seno, respcctivamente, de e^"^ dados 
por la f6rmula de Euler- 






Funcion seno 



Funcion coseno 



Fif.5-8 
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En el Capitulo 3 vimos que por un circuilo serie Rt al que se le aplica una tension v = K„ sen co/ 
voltios circuia una corriente, ( = /« sen {wl - 6) araperios, que esta retrasada un angulo respecto 
de la tension, siendo = arc tg {oiL/R). Este angulo de fase depende de las constantes del circuito y 
de la frecuencia de la tension aplicada, pero nunca puede ser mayor de 90° o k/2 radianes. En la Fig, 5-9{A) 
se han representado las formas de onda de u e r su funcion de to/. En la Fig. 5-9{a) se muestran un par 
de segmentos dirigidos que giran en el piano complejo en sentido contrario al de las agujas del reloj con 
vetocidad angular constante w. Como los dos tienen la misma velocidad, el Angulo que forman, o fase, 
permanece constanie. Ademas. por el sentido de giro se deduce que la corriente esta retrasada respecto 
de la tension un angulo 0. 



H 



-^ 



/ fit wt - frJ 




(o) 



(fa) 



rig. 5-9 



Las proyecciones del segmento giratorio sobre el eje imaginario son. exactamente, las funciones 
representadas. Esto se deduce de la formula de Euler, ya que la parte imaginaria de la funcion expo- 

nencial es ta funcion seno. . , , 

Consideremos una funcion de tension general v = V„ e^^^^'^'K siendo <x la fase inicial de la misma, 
es decir, en el instante inicial t - 0, ApUquemos esta tension a un circuito de impedancia Z = ze^, 
[-n/2 ^ e ^ n/iy En estas condiciones, la intensidad de corriente viene dada por: 

(yp,eJf'^*+"*)/(:KeJ«) = (V.J^)^^'"'-^''-'" = /,„e^'""""''\ es decir, 



■7 ^j<tiii +a-fl) 



ze 



j$ 



it) 



Esta ecuacion pertenece al dominio del iiempo, ya que este aparece explicitamente en las expresiones 
de la corriente y de la tension. A continuacion, vamos a hacer dos cambios en dicha ecuacion para re- 
presentar \o%fasores. En primer lugar, multipliquemos la iguaidad por e'^"' para eliminar el tiempo, 
Despues, muUipliquemosia por \jjl para obtener los valores eficaces de corriente y tensi6n, 



JL,'( 



V 



,/2 



(/me 



giiajt-i u- ^y\ 


=:: 






— 




i/a-e 


— 


Via 

Zll 


I 


— 


V 

z 



(3) 

U) 

La ecuacion (2} es la transformada de la anterior al dominio de la frecuencia. En ella no aparece el 
tiempo. Sin embargo, la variacion con el tiempo de la ecuacion (/) esta bien ciara. En la expresion (3), 
los simbolos K e / sin subindices indican los valores eficaces de la tension e intensidad de corriente res- 
pectivamenie. La expresion (4) relaciona, pucs. las magnitudes complejas I. V y Z y como tales deben 
considerarse, esto es, con su modulo y su avgumento. Esta ultima formula es el e<iuiiiilente fasorial dc 
la ley de Ohm que, a vcces, se ]hdxr\& forma compleja, o forma vectorial, de la ley de Ohm. 
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io] Dominio del ijcmpo 



lb] Dominio de la rrccuencia 



Fig. 5-10 



En la Fig. 5- 10(a) se representan, en el piano complejo, las funciones de tension e inlensidad de 
corriente expresadas en forma exponencial. Dicha represenlacion pertenece al dominio del t tempo :, 
el cual aparece explicitamente. En la Fig. 5-\Q{b) se representan \osfasores de tension e inlensidad de 
corriente respectivos. Los modulos son l/V^ veces los correspondientes de la Fig. 5- 10(a) y no aparece 
cl tiempo en forma explicita. Sin embargo, el dngulo y el modulo de la inlensidad depende de la fre- 
cuencia, razon por la cuat diremos que la Fig. 5-10(6) es una representacion en el dominio de lafrecuencia. 



Problemas resueltos 

M Hacer una representacion grafica de la variacidn de Xi^ y X^ con tj en el margen de 400 a 4000 ra- 
diancs por segundo. Los valores de L y de C son, respectivamente, 40 milihenrios y 25 microfa- 
radios. 

Dando valores a a> comprendidos en el margen dado y su&tituyendo en Xi^ = o>Ly X^ - I/ojC se obtie- 
nc la labia de la Fig. 5-1 1 {a). En la Fig. 5-110) se puedcn observar las rcpresentacioncs graficas de X^^ y X^^ 



u 


^t 


Xc 


rad/s 


ohmios 


Ohmios 


400 


16 


100 


800 


32 


60 


1000 


40 


40 


1600 


64 


25 


2000 


SO 


20 


3200 


128 


12.5 


4000 


160 


10 




X^ (ohmiosi **^ 

80- 



(a) (6) 

Fig. 5-11 

Cualquicr drcuito con una bobina L o un condpnsador C tiene una impedancia que depende de la frecuen- 
cia. Asi, pues, un diagrama de impedancias construido para una frecuencia dada solo es valido para dicha fre- 
cuencia. 

5-2 Construir los diagramas fasoriales y de impedancia y detenninar las constantes del circuito para 
la tension y corriente sigyientes; v= 150 sen (5000/ + 45°) voltios, ( == 3 sen {5000/ - 15^) am- 
perios. 



El modulo del fasor cs l/\/2 veces el valor maximo. Por tanto, 
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V2 V2 



Z = 



V 

I 



106/45° 
2.12 /-15° 



= 50/60° = 25 + ;4S,3 




;43.3 




Diagrama fasorU! 



Fig. 5-1 2 



Din^tdma. dc Jmpedancias 



La corriente esta retrasada respccto de la tensi<in un ingulo dc 60°, lo cual indica que se trata dd un circuito 
serie RL. De la ecu?;:i6n anterior obtenemos coL = 43,3 Q de donde L = 43,3/5000 = 8,66 mH. Las constan- 
tes del circuito son, pues, R = 25 Ci y L = 8,66 mH. 



5-3 Construir los diagramas fasoriales y de impedancias y determinar las constantes del circuito para 
la tension y corriente siguientes; v - 311 sen (2500/ + 170°) voltios, / = 15,5 sen (2500/ - 145°) 
amperios. 

Oil 1 f^ fv 

V = ^^ /170^ = 220 /170^ . I = — g /-145^ = 11 /-145^ 
V2 V2 



z = :;- = 



220 /170" 
11 /-145^ 



= 20 /-45° = 14,14 



il4.14 




DJugriima fusorial 




-jl4,U -"- 



Fig.5-t3 



Diagrama dii impedancias 



La corriente esti adelantada respecto de la tension un angulo de 45"^, lo cual indica que se trata de un cir- 
cuito serie RC. De ia ecuaci6n anterior se deduce que X^ = l/ioC = 14,14 0, de dontJe C = 1/(14,14 x 2500) = 
28,3 nF. Las constantes del circuito son, pues, R = 14^14 O y C = 28.3 /jF. 



5-4 Un circuito serie de dos elementos, R — 2Q ohmios y JL = U,02 henries, 
tiene una impedancia igual a 40/£ ohmios. Hallar el argumento y la fre- 
cuencia/en hertzios (Hz) o ciclos por segundo (c.p.s.). 

Impedancia del circuito = 20 i- jXi^ = 40/0, 
De la Fig, 5-14, = cos"' 20/40 = 60^~^r tanto, 

Xi^ = 40 sen 60° = 34,6 fi 



Ahora bien, Xi,~ <jl)L = Zk/L, con lo que/- 



Xf, 34,6 



2itL 2;r(0,02) 



= 275Hz(oc,p.s.) 




Fig. 5' 1 4 
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Fig. 5-15 



5-5 A un circuito serie con H - \0 ohmios y C = 50 microfaradios sc le aplica una tension cuya fre- 
cuencia es tal que la corriente adelanta 30" respecto de la tensi6n. lA qu6 frecuencia la corriente 
estaria adelantada 70^? 

En la Fig. 5-15, tg -30= - -^cJ^O = -0,576 o bien Xc, = 5.76 i). 
Ahora bien, como Xc, = 1/2ju/"|C y 

Con la nueva frecuencia /j la corriente debe estar adelantada 70**. Ahora 
bien, tg -70° = -XJl^ = -2,74, con lo cual Xc^ = 27.4 a Enton- 
ccs, como/i//i = XcJXc^ resulta/2/553 = 5,76/27,4, de donde/j = 116 Hz 
(o cp.s.). 

Debido a que Xc es inversamente proporcional a w, el circuito serie RC 
tendra un ingulo de fase tanto mayor cuanto menor sea la frecuencia. 

5-6 Siendo / = 500 hertzios, determinar el eiemento simple que en 
serie, con una resistencia R = 25 ohmios, origina un rctraso de 
la corriente respecto de la tension de 20". Repetir el problcma con 
un adelanto de 20°. 

Un retraso de 20° requicre una reactancia inductiva X^ eo serie con R, 
Ademis, ia reiictaticia capacitiva Xc que origina un adelanto de 20'' tcndrd 
el mismo valor ohmico que JTj^. 

Para el retraso de corriente, tg 20" = XJ2S o bien Xi^ = 9,1 Q. Enton- 
ces, L = XJlnf = 9,l/2;[(5O0) = 2,9 mH. 

Para el adelanto de corriente, C = i/2n/Xc = l/27i(500J(9,l} = 35 ^R 

5-7 Un circuilo serie con R = 25 ohmios y L = 0,01 henrios se utiliza con frecuencia de 100, 500 y 
1000 herlzios. Calcular la impedancia del circuito Z para cada una de ellas. 

Para/= 100 Hz. X^ = 2nfL = 271(100X0,01) = 6,2B 11. Anilogamente, para/= 500 Hz, Jf^ = 31,4 Q 
y para/ = 1000 Hz, A^^ = 62,8 U. Los valores de Z correspondientes se pueden observar en la Figura 5-17. 




Fig. 5-lfi 




j6,28--- - 




J31,4> 



;62,8 




/ ^ 100 
Z = 25 + j6,28 - 25^ /14,r 



/ = 1000 
Z = 25 + iG2,8 = 67,7 /68.3° 



/ = 500 

Z = 25 + ;31,4 - 40/5M! 

Fig. 5-17 

5^ A un circuito serie con R — 10 ohmios y C = 40 microfaradios se le aplica una tension v = 500 
cos (2500r - 20°) voltios. Hallar la intensidad de corriente i que circula per el 

Xc - l/wC = 1/2500(40 X 10"'')= 10 O y la impedancia compleja 
Z = 10 ~ ylO = 10^/2 / -45° . La tensi6n en notaci6n fasorial es V = 
(500/^/2) / -20° . Entonces, 



I = 



V 

z 



{600/v^) /-2Q^ 



~ 26 /26° 



(10\^) /-45^ 

e 1 = 26V^coa(2500t+26^) 

El diagrama fasorial de la Fig. 5-18 nos dice que ia intensidad de corrien- 
te I adelanta a la tension V en la impedancia, en un ingulo de 45^. 




Fig. .5-18 



so 

5-9 



IMPEDANCIA COMPLEJA Y NOTACION FASORIAL 

A un circuito serie con /? = 8 ohmios y L = 0,02 henrios se le aplica 
una tension v = 283 sen (300^ + 90^) voltios, Hallar la imensidad de 
corrieme i que ciicula por el. 

X^^<oL = 300(0,02) = 6 n, Z = 8 + j6 := 10^6^, y V = (283/y2)/90: = 
200/90^. Entonces, 
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Fig. 5-19 




10/36^° 
e i ~ 20V2sen(300t + 53,r) 

5-10 En un circuito serie con J? = 5 ohmios y L ^ 0,03 henrios la corriente 
retrasa 80° respecto de la tension. Calcular la frecuencia de la fuente y 
la impedancia compleja Z del circiiito. 

De la Fig. 5^20, J^, ^ 5 ig 80^^ = 2S,4 CI. Como -V, = IkJLJ = Xjl^L = 
28,4/2^(0,03) = 151 Hz, La impedancia compleja es Z = 5 + j28.4 ~ ^b.s^sy. "■ 

5-11 Un condensador de 25 microfaradios de capacidad esta unido en serie 
con una resistencia R a una frecuencia de 60 hertz^os. La cornence que 
circula por ellos esta adelaniada 45^" respecto de la tension aplicada. 
Hallar el valor de R- 

y _ _J_ ^ J - = 106 il. Como ei dngulo de fase es 45°, 

^^ 2n/C 27i(60jt25 x 10"') 

5-12 A un circuito serie con y? = 8 chm.os y L = 0.06 hennos se le aplica una ^^"f;^;; = /f 3^^.^ 
(200f + 30^) voltios. A continuacion, se k aplica una segunda tension ., = 70 7 sen 3^+30 ) 
voltios en lugar de la pnmera. Hallar el valor de la intensidad i para cada una de las fuentes y 
construir los diagramas fasonales correspondientes. 

[a) Con la tension aplicada i\, 

X^ ^wL = 200(0,06) = 12 y Z, - /? + j^l = ^ + ;i2 - 14.4/56,3_1 




V, 50/30^ 



Zi 14,4/56,3: 
{b) Con la tension aplicada is. 

X^ = cdL= 300^0,06) = 18 

Como Vi = 50/_30:, 

- Zi 19,7/66^ 



= 3,47/-:26X e i, - 3,47y2(sen 200/ - 26,3") 



Z, = 8 + jl8 = 19,7/66! 



= 2,54/2 sen (300f - 36°) 





Diaiirama rasoniil, w = 200 



Diagramii faiorial, w - 300 



Fig. 5-22 
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5-13 Mediante el diagrama fasorial hallar la suma de las intetisidades de comente i, 
{mt + 13,2^) amperios e i^ = 8.95 sen (w/ + 121,6^) amperios de la Figura 5-23. 

I, = (lM4/>/2)/i3,2° = 10 /13,2° = 9,73 + i2,28 
h = {8,96/v/2) /12l.6° = 6,33 /121,6° = -3,32 + ^39 
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14, 14 sen 



Por tanto, i^ -^ i^ = 10^2 sen {wt + 50°). 



'i + I2 = 6,41 + ;7,67 - 10 /50° 





I. -1, 




Fig. 5-23 



Fig. 5-24 



Fig. 5-25 



5-14 Hallar la diferencia (\ - i^ siendo iy^ = 50 cos (wf + 75^) amperios e /^ = 35,4 cos {cot + 120^) 
amperios en la Figura 5-24. 

Ii = (60/-/2)/75f ^ 35.4/75° = 9.16 -f- j34,2 
I3 = {35,4/V2)/120_'' = 26 /120^ = -12,6 + j21.7 

Ii - la = 21,7 + ;12,6 = 25/30° 
Por tantp, h - ij = 26V2 cos (ut + 30**), 

5-15 Haliar la suma de las intensidades de corriente ii = 32,6 sen {mt - 145^) amperios, I2 = 32,6 sen 
{(ot ^ 25°) amperios e (3 = 32.6 sen {cat + 95*) amperios. 

I, = (32.6/^2) /'- 146^ = 23 /-146'' = -18,8 - jl3,2 
I^ == (32,6//2) /->26° = 23 /-25° == 20,8- j9.7l 
I3 - (32>6/V2)/95° = 23/96^ = -2 + ;23 



Ii + I2 + Ift = 



J0,09 



En los Jimites de precisidn de la regia de cilculo la suma anterior es cero. El diagrama fasorial de !a Figu- 
ra 5-25 muestra que las tres corrientes estin dcfasadas 120^ entre si. Esto, junto con la igualdad de sus m6dulos, 
da como resultado una suma aula. 

5-16 Hallar la suma de las tensiones v^ = 126,5 sen {cot + 63,4°) voltios y i;^ :== 44,7 cos {(ot ~ 161,5°) 
voltios, y expresaria mediante una funcion seno y, luego, por una funcidn coseno. 

Transformando v^ en una funci6[i seno, Pj = 44,7 xn (oit - 161,5° + 90=") = 44,7 sen {at - 71,5"). 
Ahora bien, 

V, - (126,5/V^) /63,4° = 89,6 /63.4^ = 40 + j80 

Va = (44,7/V2) /-71.5^ = 31,6 /-71.5° - 10 - j30 

V1 + V2 - 60 + ^50 ~ 60V2/45° 
y v^+vj = 100 sen(ui + 45°). 

O bien como sen^: - cos (x- 90*), Vj + Vj = 100 cDs(«t-~46^). 
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5-17 Expresar cada una de las siguientes tensiones (vollios) en notacion fasorial y construir el diagrama 
correspondiente. u^ = 212 sen {gj/ + 45^), y^ = 141,4 sen [ajt - W), v^ = 127,3 cos {(at + 30° )» 
v^. - 85 cos {(01 - 45°), Us =■- 141,4 sen {wt + 180°). 

En primer lugar, debemos expresar todas las tensiones tnediante i<ien- 
tica fundon, seno o cosenOj para poder realizar la represeniacidn fasorial 
en un mismo diagrama. Transformando v^ y t\ en funciones seno: 
ti3 = 127,3 sen {o)i + 120^), y^ = 85 sen {o)t + 45°). 

Vi " (212/72 )/45° = 150/45f 

Vs ~ (141.4/V2) /-90' ' ~ 100 /-90'' 

Va =: (127.3/\/2) /12Q" - 90 /120^ 

V4 = (86/V2)/45° = 60 /45'^ 

Vs = (141.4/V2) yi80° = 100 /180° 




Fig. 5-26 



Problemas propuestos 



En los Problemas 5-18 a 5-23 dibujar los diagramas fasorial y de impedancias y determinar las consiantes de los 
circuitos serie suponiendo que contjenen dos elementos (tensiones en voltlos e intensidades en amperios). 



5-18 I? = 283 cos (800/ + 150^}, 

5-19 1? ^ 50 sen (2000r - 25°), 

5-20 V = ]0 cos (5000: - J60"), 

5-21 r = 80 sen (1000/ + 45"), 

5-22 V = 424 cos {20O0r + 30"), 



/= 11,3 cos (800; + 140'), 
(■ = 8 sen (2000f + 5^), 

i = 1,333 cos (SOOOf - 73,82'). 
f = 8 cos (1000/ - 90°). 

i = 28,3 cos (2000/ + 83,2^), 



Soi. R = 24.6 n, L = 5,43 mH 

Sol. R = 5,41 0, C ^ 160 /iF 

Soi. 7? = 0,5 fl, C = 26,7 /jF 

Sol. R = 7,07 il, L = 7,07 mH 

Sol. R = 9 Q, C = 41,6 fiF 



5-23 Un circuito serie s^ componc de una resistencia R = S ohmios y de un condensador de capacidad C = 30 mi- 
crofaradios, ^A que frecuencia la corriente adelania un ingulo de 30" a la tension? Sol. f= U55 Hz, 

5-24 En un circuito serie RL ia autoinducci6n es Z, = 21,2 milihenrios. A la frecuencia de 60 hertzios la corriente estd 
retrasada 53, P respecto de la tension. Calcutar el valor de R. Sol. R = 6 ii. 

5-25 A un circuito serie de dos elementos se le aplica una tension V = 240/0'" voltios y por el circula.una corriente 
I = 50 /" 60^ anipcrios. Hallar el fasor de la intensidad de corriente que resultaria aplicando la misma tension, 
pero se redujera la resisiencia del circuito en un {a) 60 %, [h] 30 % de su valor. 
Sol. [a) 54.7/-£70J_5! A; (6) 57,1 /- 80. 15" A. 

5*26 La tension y la intensitiad dc corriente en un circuito serie de dos elementos son V =^ 150 / —120 " voltios e 
I = 7.5 /" 90" amperios. i En que tanto por ciento debe variar la resistencia para que el fasor de corriente valga 



12 amperios y cual es el angulo asociado a esta corriente? 



Sol. 56,8 % en dismjnuci6n ; /-66.8°. 



5-27 El dngulo de fase de la impedancia de un circuito serie RC con R - 10 ohmios vale -45'"' a una frecuencia /i = 
5(X) herizios. Hallar la frecuencia a la que e] m6dulo de la impedancia es (a) el doble que el valor de/,, {b) la 
mitad que el valor de /j . 
SoL (a) 189 Hz; {b} No es posible, ya que el limitc inferior de Z es 10 + jO. 

5-28. El angulo de fase de la impedancia de un circuito serie RL, con J? = 10 ohmios, vale 30^ a una frecuencia /i = 
100 hertzios. i,A que frecuencia el modulo de la impedancia es el doble que el valor de/i? Sol. 360 Hz. 

5-29 En un circuito serie de dos elementos con R = 5 ohmios la corriente esti retrasada li'' respecto de la tension 
aplicada a una frecuencia de 60 hertzios. (a) Determjnar el segundo elemento del circuito. {b) Hatlar 
el angulo de fase que resulta para el tercer arm6nico/= 180 hertzios. Sol, (a) 0,0496 H; (b) $ = 84,88", 

5-30 Un circuito serie consta de una resistencia R ~ 5 ohmios y un condensador de capacidad C = 50 microfara- 
dios. En el mismo in&tanie se le aplican das fuentes de tensiin, Vi = 170 cos (1000/ + 20") y Oj = 170 cos 
(2000/ -i- 20") voltios. Hallar la intensidad de la corriente que suministra cada una de las fuentes. 
SoL (j = 8,25 cos (1000/ -i- 95,95") A; ij = 15,2 cos (2000/ + 83,4") A. 
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^.i^j.r '. , P"'°' P^" <B = 2000 radianes por segundo. Con una semnda fuentc dc tension »I i^ 

fo° 385 radT ""'™" ' '"*'*" " " '"■- """'"'" '' P"'"='*" " "'^^^'^ s^gunda 11" 
V32 En d Problema 5-31, iqui variacidn en la frecuencia de la fuente daria lugar a un fasor inlemidaH H, ^„.. , 

5o/. 86,6 sen (cur + 60°); 61,2 V. 

5-34 Hallar la siuna de las tensions (voltios) de la Fig. 5-28; v, = 35 sen (c/ + 45^), v, = 100 sen (coi - 30^t Eledr 

como sentjdo positivo para !a suma el de v,. SoL 97 sen (a,/ + I29!6'). 

5-35 Repetir eJ Problema 5-34 tomando como positivo d sentido de u^. 




5(J/. 1 14 sen (0)^ - 12.75"). 




•I 







p.,. 5-27 Fi,.5-28 Pi^.S-zg ,.^ ^.3^ 

SnlT'"^ I '^ 'f "" '^^ "'^ voltimetro en los bornes de las impedancias de la Fig. 5-29 cuando las caidas de 
tens-on en los demento^s son: v, = 70,7 sen (., ^ 30^ .. = 28^3 sen (.. + 120^ '. = KU co's (^^"30") 

507 EnlaFig,5-30haIiardvalordet;^siendolasotrastensionest,-, = 3].6cos(a>/ + 734°)vij. = 20cosfoi/ ^^=1 
vokios. SoL I'l = 42.4 cos (wr - 80°) V. +/J,iJ>i^r ^UcosM-35) 

^^ ?^l^™'"*'n'^' *'^*""' **^ T vohimetro aplicado a cada una de las impedandas del Problema 5-37 y a ambas 
a la vez. iComo puede explicarse este resultado? 5^/. t^, = 30 V; K^ ^ 22 4 V- K^ = 14 J 4 V 

"' ?J!''^n^^l^'^'^'Tn?"^ amperimetro de la Fig. 5-31 siendo las dos intensidades de comenle /. =' 14.14 sen 
(iot -20} t 1^ = 7,07 sen (wr -j- 60'=) amperios. SoL 11,9 A. 

5-10 Hallar el valor de i, en )a F;g. 5-32 siendo las intensidades de corriente i, = 14,14 sen {<ot + 45^) /, = 14 14 
sen {Oil - 75^, h - J4,I4 sen (iot - 195=^) amperios. SoL «^ = 0. 



-0- 



Fig. 5-31 



Fig. 5-32 



Fig. 5-33 




Fig. 5.34 



5^1 Hallar el fasor intensidad de corriente l, en la direcci<in indicada en el diagrama de la Fig. 5-33 sabiendo que 
I, = 25^170 t I2 = 25 / - 170° amperios, Sol. Ij = 25 / -50° A. 

5-t2 Hallar la corriente i, y la lectura del amperimetro de la Fig. 5-34 siendo las otras intensidades U = 13 2 sen 
(^/ _ 3^ e ,, = 3,54 sen M + 20=) amperios. Sol. /, = 11,3 sen (^f - 45^) 8 A 

i43 Para una frecuenda dada y con dementos fijos en un drcuito d valor de la impedancia corresponde a un punto 
en el diagrama de .mpcdancms. Sm embargo, si un eiemento o la frecuenda son variables «snka un lugar geo^ 
metnco de .mpedancas en vez de un unico punto. Discutir que variable produce los lugares geometricos de im- 
pedancias en cada una de las siguientes figuras. 







Fig. 5-35 



Capitulo 6 



Circuitos serie y paralelo 



CSTRODUCCION 



Un circuito contiene, en general, ejememos en serie y elementos en paralelo. Sin embargo, en este 
capitulo tralaremos por separado unos circuitos de otros examinando Ids diferentes metodos de andlisis. 
En los problemas de este capitulo y los siguientes los circuitos son combinaciones en serie y en paralelo. 

ciRCunro serie 

El circuito serie de la Fig. 6-1 se compone de una fuente de tension y tres impedancias. La fuente de 
tension se supone constante y es la encargada de mantener la diferencia de potencial necesaria en el 
circuito. El fasor intensidad de corriente I al circular por las distintas impedancias produce unas dife- 
rencias de potencial en bornes de cada :.na de ellas que representan unas caidas de tensidn. La segunda 
ley de KirchhofT establ^'ce que en loda malla o circuito cerrado la suma de lasfuerzas electromoirices apli- 
cadas o subidas de tensidn es iguai a la suma de las caidas de tension producidas. Esta sencilla ley propor- 
ciona la soluci6n de todo circuito serie. 



Subida 
de lensjon 



et 



z, 



Zt 



V, 



V, 



Caidas 
de tension 



de donde, 



Fig. 6-1. Circuito serie 



V, + Vj + V3 = Z,l + ZJ + Z3I = (Zi + Z2 + Za)! = Z,,I 



1 = v/z, 



eq 



z - z, + z, + z, 



La caida de tension en un clemento viene dada por el producto de la impedancia compleja Z por 
el fasor intensidad de corriente I. Asi, en el circuito de la Fig- 6-1, Vi = ZJ, Vj — Z2I y V3 — Z3I. 
Las ftechas marcan el sentido de referencia de estas tensiones de manera que el punio o terramal por 
donde entra el fasor intensidad esta a m^s potencial que por donde sale, {Caida de tension.) 

La impedancia equivalente Z^^ de un numero cualquiera de impedancias en serie es la suma de las 
impedancias individuales, es decii^ Z^q = (Z^ + Zj + Z3 + .,.)■ Estas impedancias son ntimeros 
compiejos y su suma con viene haceria expresando las impedancias en forma bin6mica. 



Ejempio L 

En el circuito serie de la Fig. 6-2 hallar Z^ e 1. Demostrar que 
la suma de las caidiis de tension es igual a! fasor tt?nsi6n aplicado. 
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Fig. 6-2 
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con lo que 






lOO/Q'^ 



= 20 /36.9° 



Entonces, V, = 2.1 = 20/36^- (4) = 80/36^» , V^ = 60/126^ , V^ = 120 /-53,1^ 
i' Vi + Vg + Vg = (64 + ;48) + (-36 + j48) + (72 - j96) = 100 + ;0 = V 

como se indica grificamente en d diagrama fasorial de tensiones de la Figura 6-3{c). 



; 








;3 






4 


-J6 




4^;3J 


z^ 



^J^ 




in] Diagrama de impedancias 



V= 100/0^ 
{<•] Diagrama fasanai de tensiones 



{b\ Diagrama fasorial VI 
Fig. 6-3 
La imiwdanca equivaJente es capacitiva, por \o que la corriente I que circula por ella esta adeJaniada un 
dngulo de 36,9 respecto de la tension V, como indica la Fig. 6-3(*). Observese que V, , que es la caida d* tension en 
la resjstencia 6hmica pura, esti en fase con !a corriente. La tntensidad I estd retrasada 90^ respecto de V, wro 
esta adelantada 90° respecto de V3. ^ 2, >^ 

«A i' '';"^*^'f"^°^ "" voltimetro en bornes de cada una de las impedancias Z„ Z, y Z^ indicaria los valores 
BO, 60 y 120 voltios. respectivamente. A primera vista pudiera pensarse que la tensi6n total deberia set 260 vol- 
tios. Sin embargo, el voltimetro conectado a las trcs impedancias mdica 100 voltios. Debe recordarsj a este res- 
pecto que en el anilisis en regimen pennanente senoidal todas las tensiones e intensidades de corriente son fasores 
y, como tales, deben sumarse vector iatmente. 

cmcurro paralelo 

En la Fig^ 6-4(«) se muestra una fuente de tension aplicada a una asociacion en paraleJo de tres 
impedancias. En la Fig. 6A{b) se repite el esquema del circuho para hacer resaltar el hecho de que la 
fuente y las impedancias solo tienen dos nudes comunes. En cuaJquiera de elios podemos aplicar la 
pnmcra ley de K.rchhofT es decir, la suma de las intensidades de corriente que entran en un rtudoes igual 
a la suma de las intensidades que salen de ei 




<») 



Pig. 6-4. Circuito paralelo 




La tension constante que suministra la fuente aparece directamente en cada una de las ramas de 
las impedancias. Por tanto, en este caso podemos obtener. independientemente. las intensidades de 
cornente que circulan por cada rama. 

Ir = I, + I. + I3 - V/Z, + V/Z. + V/Z3 - V(l/Z, + 1/Z. + I/Z3) ^ YIZ^ 

Por lanto, I, = y/Z^ y yz^ = (i/z, + y^, + l/Z^) 

dada^^ ^^^''' ^^ ^'"P^'^^"*'^^ equivalente de un numero cualquiera de impedancias en paralelo viene 



in^ = i/Zi + i/Za + 1/Z3 + 
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EjempJo 2. 

Hallar la impedancia equivalente y la intensidad to- 



h 



tal en el circuito de la Fig. 6-5 ; representar e! diagrama 50/0^ (^— J t 
fasorial correspondiente a V e I. Nr 



correspondiente 

r^ = Ii + la + h 

50/0^ 60/0^ 






^^ -;6 



+ -■ 



50/Of 



10 5 /53,1° 10 /-36,9° 

= 16 - j5 = 15,8 /"18>45° 



Fig. 6-5 



Enlonccs, 
e 



Z«, = V/It = (50/0° )/(15.8 /-lS.45° ) - 3.16 /18.45'> = 3 + jl 




Ii = 50/Of/lO = 5/0^, la - 10 /-53.1° 

18,45° 



h = 5 /36>9< 




50/0^ Mj 



(a\ Diagrama fasoriai VI 



(f) Circuito equivaknie 



\b\ Suma o resultanle de fasores intensidad 
Fig. 6-6 

cmcurro de dos ramas en paralelo 

En la practica es muy frecuente encontrarse con circuitos a base de dos impedancias en paralelo, 
razon por la cual merece la pena dedicarie un estudio independiente. Las impedancias Zi y Zj de la 
Fig. 6-7 (a) lienen aplicada una tensidn V, La impedancia equivalente viene dada por l/Z^, = l/Z^ 
+ 1/Zj o bien Z., - ZjZj/lZi + Z2). 



(a) 




ir 



Z,, = 



Z.2. 
Z, + Z, 



Sustiluyendo V = Z^^jlj- 



Fig. 6-7. Circuito paralelo de dos ramas 

Z\Z2 



Ij en V - ZJi y V = Zjlj y despejando las intensidades 



"(Z;+Zj 



de corricnte por cada rama se obtienen, 

^•^(z;tz;)^^ ^ 

ADMITANCIA 

El reciproco de la impedancia compleja Z se 
llama admitancia compleja, cs decir, Y = 1/Z. 
Como Z = V/r, Y = I/V. La admitancia Y se cx- 
presa en (ohmios)"' o bien mhos cuyo simboio 
es 13. El concepto de admitancia esla asociado al 
circuito paralelo, como se indica en la Figura 6-8. 

I^ = I, + I, + I3 == Y,V + Y^V + Y3V 

- (Y, + Y, f Y3}V - Y,,V 
y Y,, == Y, + Y, + Y3 

Es decir, la admitancia equivaknte de un ntimera cualquiera de admitancias en paralelo es la suma de 
las admitancias individuales. 




Fig. 6-8. 
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En forma binomica, Z = /? + jX. El signo positive indica una reactancia inductiva A'j^ = oiL 
y el signo negative corresponde a una reactancia capacitiva ^c - l/coC. 

Analogamente, Y = G ± yj& en donde G sc llama conductancia y B recibe el nombre de susceptancia. 
El signo positive indica una susceptancia capacitiva Be y el signo negalivo el de una susceptancia in- 
ductiva Bj^. 

Consideremos un fasor de tension general V y la intensidad de corriente I a que da lugar. La co- 
rriente I puede estar adelantada, retrasada o en fase con V, pero, en cuaiquier caso, el anguio entre ambas 
no puede exceder de 90°, Por consiguiente, se presentan tres casos: 

l." Los Tasores intensidad de corriente y tension estan en fase, como indica la Figura 6-9. 







R 



AdmilsDcisi 



En la hipotesis de tjue la impedancia 
del circuito se reduzca a una resis- 
tcncia pura R (ohmios). 



En la hipotesis de que la admiianaa 
de) circuito sc reduzca a una c:>nduc- 
tancia pura G (ohmios). 



V = V/£, I = //# 
Fig. 6-9 

2." El fasor intensidad de corriente estd retrasado un ingulo resjjecto del de tension, como in- 
dica ta Figura 6-10. 




Impedjinci« 




AdmiUoctM 



hjB, 



Fig. 6-10 



En la hipotcsis de que b impedancia 
del circuito ^ rcdu^a a una resis- 
tencia en serie con una reaciancia 
inductiva. 



En la hipoiesis de que la admitancia 
del circuito se reduzca a una conduc- 
tancia en p^raUlo con una suscep- 
tancia inductiva. 



3.^ El fasor intensidad de corriente estd adelanlado un anguio respecto del de tension, como 
indica la Figura 6-1 L 

Impedancia 

z = vu/i U + 
= ztzl ^ R- iXr 




Admitancia 

= ! /</> + /V/i> 

= Yll = G + jBc 



^WV \ 

R 



-jXc 






+iBc 



Fig. 6-11 



En la hipote^is de que la admitancia 
del circuito se reduzca a una conduc- 
tancia en paraleJo con una suscep- 
tancia capacitiva. 



En la hipotesis de queJa impedancia 
del circuito se reduzca a una resis- 
tencia en serie con una reaclanciii 
capacitiva. 

CONVERSION ZY 

En forma polar, es muy fdcil convertir Z en Y, y viceversa, ya que Y = 1/Z. Sin embargo, a vcces 
es necesario utilizar las rclaciones entre las componentes rcctangulares de la forma binomica, como 
vamos a ver a continuaci6n. 



G+jB = 



Y 

1 



1/Z 



^ R-jX 

R + jX ~ R^^X' 



R + jX = 



G = 



R 



R^ + X'^ 



B = 



-X 



R^ + X' 



R = 



G 



G2 + B2 



Z = 1/Y 

1 _ C-jS 

G^ + E' 

X = 



G + ;B 



B 



G-^ + B^ 
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Eiemplo 3. 

Dada la impedancia 2 = 3 + ;4 ohmios, haliar la admitancia correspondiente Y. 

Y = t/Z = 1/5/53.1° = 0,2 /-53.r = 0,12 -jO,16 
de donde la conductancia C? = 0,12 U y la susceptancia inductiva 5 = 0,16 U. 

Oiro metodo. 

G = Ri{F} + X^) = 3/(9 + 16) = 0,12 y B = ^X{R^ + A-^) = -4/25 = -0,16. Por tanto, Y = 0,12 - jO,16 



Problemas resueltos 

6-1 Las impedancias Z^ y Z^ de la Fig. 6-12 estin en serie con una fuente de tension V = 100/01. Hallar 
las caidas de tensi6n en cada una de ellas y el diagrama fasorial correspondiente. 



100^ 



ei 




ion 



4,47/^^ 




Fig.K-12 



Fig. 6-13 



V 100/0° 

Z, = Z, +Z,= i0 4-{2+y4}=l2+y4^12,65/_lM5: e I - ^^ = T2:65?18^ = 7,9/_:^lMS:. 

Por tanto, ^^ „,„ 

V, = Z,I = 7.9 /- 18,45° (10) = 79 /- 18,45- = 74,9 - j25 

Vj = Z,l - {7,9 /- 18.45" ){4,47/63,4° ) = 35,3/45^ = 25 + j25 
La suma de caidas de Lnsiones V, + V, = (74,9 - j2S) + (25 + ;15) = 99,9 + jO ^ 100/^ = V, como 
se indica grificamente en el diagrama fasorial de la Figura 6-13. 

6-2 Hallar la impedancia Z^ en el circuito serie de la i = 2.5t:nz 

Figura 6-14. 

V 50/45° ^ ^-^1 

En este circuito, Z^ = y - 2,5/- 15^" ^ '^^^ " 50/4Bl(~)| 

10 +yl7,3. Como Z^ = Zi + Zj, 

10 +>J7,3= (5 +j«) + Z, y Z2 = 5+j9,3 

Fig. 6-14 

6-3 En el circuito de la Fig, 6- 1 5. la intensidad de corrienle estd adelantada 63,4^ respecto de la tension 
a la p^^^^^^^^^ CO = 400 radi;nes por segundo. Hallar la resistencia R y la caida de tension en cada 
elemento del circuito. Trazar el correspondiente diagrama fasorial de tenstones. 




I -VWWW- 



1 



R 



120/Of 



01 



1 



25 mHo 



50 i^f 



Fig, 6-15 
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X^ = viL = 400(25 X 10-^) = 10 Q, Xc = 1/toC = 1/400(50 x lO"'*) = 50 fl y Z = /f +y(ri ~ X^) = 
R-jAQ. Por otra parte. Z = 2 / -63, 4° . Como tg -63,4° = (Ar^ - A'c)//?. /? = -40/([g -63,4°) = 20 fi. 
, . V 120/0° 

La impedancia Z = 20 -/40 = 44,7 /- 63,4° y la iniensidad I ^ ^ " 44 7/, 63 4*" ^ 2,68 /63.4° . Por 



tamo 



V^ = 53,6/63,4=, V^ = 26.8/153.4* 



134/ -26,6° 



Eo el diagrama fasorial de Ja Fig. 6-16, Vji + V^ + V^; = V. 

6-4 Para obtener las constantes Ry Ldt una bobina se coloca esta en serie con una resistencia patron 
de 10 ohmios y se mlden las caidas de tension en R„ en la bobina y en el circuito serie completo. 
Determinar ^ y L si los valores obtenidos a la frecuencia de 60 hertzios son Kj,^ = 20 voltios V^^^^^^ 
= 22,4 voltios, Vj = 36 voltios. 

Ed la resistencia patron, la tensi6n V^^ y la intensidad de co- 
niente I esiin en fase. Escribiendo V„ ^ 20/0°, se obtienc I = Vj,/J!, 
= 2/0^. ' ^ 

En la Fig. 6-17, eon centro en ci origen del fasor V^^, tra^mos 
un arco de radio igual a 36, y con centre en el extrcmo de Vj,^ un 
arco de radio 22,4. £1 punto de intersecci6n de ambos corresponde 
al cxtrcmo de los fasores V^ y Vbobin. de forma que V^ = V^^ + 

Mediante el teorema del coscno se deduce el ingulo del fasor Vj.. 

co,« = (36)^ 4- (20)^ - (22,4}^ ^ ogj; ^^33,0 
2(36){20) 

Es decir, V^ = 36 /33,7° = 30 + ;20, con lo que V^^^i^ = V,- - Vj,, 
= 10 + j20 = 22,4 /63,4" . La impedancia de la bobina seri Z^bi„ = 
Vtabia^ = (10 + j2Q)/2 = 5 + yiO. de donde R = 5 SI. 

A la frecuencia de 60 Hz, X^ ~ InfL — 27i(60)L = 10, con la que L = 26,5 mH 




^$ En el circuilo paralelo de la Fig. 6-18 hallar las intensidades de corriente en cada rama asi como 
la intensidad total. Construir el diagrama fasorial correspondiente, Calcular Z^q a partir de V/I 
y comparar el valor obtenido con Z^LJiZ^ + Z3}, 



60^ 



0! 




10 



-;4 




Fig. 6-18 
Zj := 3 - ;4 = S /-63.1° y Zg ^ 10. Por tanto, 

V 50/Q'^ 



Fig. 6-19 



^* 2i 5 /-53.1° 

V 50/0° 



L> - 



10 



= 10/53,1° = 6 + j8 
= 5/0^ = 5 



"> It 13,6/36° 



3.67 /-36 ° , Z, 



It = It + I2 = 11 + J8 = 13.6/36^ 

Z.Za _ 5 /-53.1° (10) _ 50 /-53,l° 



eq 



Zj + Zj (3 - ;4) -H 10 13,6 /-17,1° 



- 3,67 /-36' 



En la Fig. 6-19 se rcprescnta el diagrama fasorial. 
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6-6 Hallar )as intensidades de corriente que circulan por cada elemento del circuito semiparalelo de 
la Figura 6-20. 



z« = io + ?T^ == ^^-^^"^ = uMis^l y 






100^ 



- 7.Q7 /-8>14° . Entonces, 



14.14/8^14*' 
Tio = It = 7>07/-844° 




Fig. 6-20 



6-7 En el circuito paralelo de !a Fig. 6-21 los valores eficaces de las intensidades de corriente I, , h e Jr 
son 18,15 y 30 amperios, respectivamente. Determinar las impedancias desconocidas R y X^. 



!■ 



n 



I. = 15/01 



jXl *n 




^ V 



FiR. 6-21 



Fig. 6-22 



Aplicando la primera l«y de KJrchhoff, I^ + I, - Ir- La iniensidad I, est^ en fasc con la lensi6n apbca- 
da V Escribieodo I, - 15/0'' resulta V = (4) 15/r - 60/Qr. Debido a la reaclancia inductiva, la cornente Ij 
estari retrasada respecto dHa tensi6n aplicada. Con una construcci6n ideniica a la del Probkma 6A rcsuUa 
la Fig. 6-22. En este caso, 



cos a. = 



(15)- + (18P - (30)- ^ _g^^5^ ^^ ^^^^^ ^ ^ 130 5. 



2a5){l8} 



V 60/0^ 

Del diagrams I, = 18/- 49,5°. Por tanto, Zi = ^ = r S/-49,5^ ^ 3,33/49^ 



La impedancia compleja es Y^ = 1/R + 1/jX^ = 1/3,33/^49^ = 0,195 -yO.228. Por consiguientc. 



fi=0-j95 = ^''^" 



-"^ - 0,228 ^'^"^ 



6-8 En el circuito serie de la Fig. 6-23 el valor eficaz de la intensidad de corriente es de 5 amperios. iQue 
lecturas indicaria un voltimetro conectado primero a la entrada del circuito y despues en cada 
uno de los elementos? 

r-vwww — n^W" — If 

2 J4 " 



-;6 








Imensidad 



Fir 6-23 



Fig. 6-24 
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2+jA-j6 = 2,83 /-45° . Por tanto. 

fV - {2.83)(5) = 14,14 V 
Vj = {2)(5) = 10 V 



f^y* =(4)(5) = 20V 
V^j, = (6){5) = 30 V 



En el diagrama fasorial de la Fig, 6-24 se puedc ver la suma dc los fasores de tension en cada elemento 
del circuito. 



6-9 En el circuito paralelo de la Fig. 6-25 un volti- 
metro conectado en bornes de la resistencia de 
3 ohmios indica una lectura de 45 voltios. iQue 
lectura indicard ei amperimetro? 

Ii = 45/3 = 1 5 A. Suponiendo que el ingulo es 0", 
Ij = 15/0^ . Por tanto, V = (3 - ;3) 15/0^ = 63,6 /-45° 
e Ii = 63,6 / -457 (5 -hj2)= 11. 8 /- 66,8° = 4,64 -yiO,85. 

I^ = Ij + Ij = (4,64 ~yiO,85) + 15 

= 19,64 - yiO,85 = 22.4 / -29° 

La lectura del amperimetro es 22,4 A 



^10 En el circuito serie-paraleto de la Fig, 6-26 el valor eficaz 
de la tensi<3n en la asociaci6n en paralelo es de 50 voltios. 
Hallar el m6dulo de la tension V correspondiente. 

Z^ = 8,5/_30^ + (0,149 + j5,52) = 12,3 /52,4° 
Ahora bien, V = Z«,I y V, = Z^I, V^JZ^ ^ V/Z^. Por tanto, 
y = V,{Z^/Z,) = 50(12,3/5,52) = 111,5 V 



<1> 





-J3 



Fig. 6-25 



0t 



20 
j60 



;6 



mirmm 



Fig. 6-26 



6*11 Hallar la intensidad total de corriente y la impedancia equivalente del circuito de cuatro ramas 
en paralelo reprcsentado en la Figura 6-27. 



150/45° 



0t 



J5! 



15: 



}9fi6 ; 



Yi = i/y5 = -70,2 '- 

Yj = 1/10/60^ = 0,05 -/),0866 
Y3 = 1/15 = 0,067 

Y+ = i/-yio jO,\ 

Y^ = 0,117 -;0,1866 = 0.22 /- 58° Fig.6.27 

Por tanto, I^ = VY^ = (150/45^ )(0,22 /-58° } = 33 /-13' y Z,, - 1/V^ = 1/(0,22/ -58-^ ) = 4,55/58^ 



-jio : 



6-12 Hallar la impedancia Zj del circuito de tres ramas en paralelo representado en la Figura 6-28. 



La admitancia compleja del circuito es Y^ = — = 



31,5/24^ 
50/60° 



= 0,63/- 36° = 0,51 - jO,37. Ahora bien, Y, 



= Y, + Yi -F Yj = Y( + (0,1) + (0,16 - A12) = 
0.51 - y0,37, Y, - 0,25 - J0,25 = 0,25^ /-45° . 
Por tanto, 

Z, -1/Y, = 2y2/_45^ = 2-^;2 
Otro mitodo- 



\0 



h = 31.5/24^ 
&0/fiO* 



10 



1 



iK 



Fig. &-28 



Ir ^ Ii + I2 -I- I3 = ^ + — = + 1^1^ ^ 31.5/24^ . de donde I, = IT.T/J^ - Por consiguiente, 



Zi=T-- 



50/60^ 



U i^J/is^ 



10 ■ 5 /36.9° 

= 2^2/45° = 2 +J2. 
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6-13 Dado el diagrama fasorial de tension de la Fig. 6-29 determinar los valores de la admitancia e 

impedancia equivalentes. 

Impedancia equivalente 




V _ 120/3&^ 

^ ^ T ^ 3 7-15° 

- 40/45f 

= 28,3 + j2S-3 



Admitfincia equivalente 



Y = 



V ' 120/30° 
^0.025 7-46° 
= 0,0177 "A0n7 



Fig. 6-29 



6-14 Haliar Z,^ c Y,^ en el circuito serie-paralelo 
de la Figura 6-30. 

Caiculemos, en primer lugar, la admitancia equi- 
valente dc las tres ramas en paralelo y luego la impe- 
dancia correspondicnte. 

] 




G = 

:o,oi77 



->0,O177 



• — m/^ — ^wr^ 

2 is 



}2 






Fig. 6-3fl 



con io que ^ 0,32 - jO,34 = 0,467^46,7^ « ^ 

Z, = 1/V, = 2.14/46,7° = 1.47 +;1,56 
Por tanto. *^ Z«. = (2 + JS) + (1,47 + jl.56) = 3,47 + ;6.56 = 7,42/62^ 

Y^ = 1/(7,42/62,1° ) = 0,1 35 /- 62,1° = 0,063 - jOM9 

6-15 Obtener dos circuitos equivalentes al circuito serie-paralelo .d^^P^^^'^^^/'^VrnH?/?!/. IZ 
respectivamente. Haliar las intensidades de corriente que circulan por cllos al aphcarles una 

tension V = 120/0^ a cada uno. 



120/0° 




120^- 




Fig. 6*31 



{a) Z = 7,42/62.r 
120/0° 



I = 



- = 16,2/-624° 



{b) Y ^ 0,135 /-62,1° 

^1 ^ VY = (120/0^ mi35 /- 62,1° ) 
= 16,2/- 62,1° 



Z 7,42 /62,1 

6-16 Las constantes de una bobina son R, y I. en sene. Haliar las conslantes equivalentes en paralelo 
R^ y Lp, en funci6n dc R^ y L,. 

Como la admitancia de los dos circuitos equivalentes de la Fi- 
gura 6-32 es la misma, 



Yp = Y, 



^ R-' 



j^[Z '"' K + J'^L, (fl.)' + f'^^.^' 



Igualando las partes real e imaginana de las dos admitancias, 

1 R, J_ ^ "J"^ 




■ Ap i/p 



Fig- 6-3a 
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6-17 Hallar la impedancia equivalenle del circuito serie-paralelo representado en la Figara 6-33. 



-eq 



= Ri + 



{Rj, ■+■ juL)i?a 



- fij + 



{R^Ra + jmLR^)[iR2 + Rs) - ?«L] 



R2 + R3 + }*^L * (i?2 + R^)^ + («L)2 

RiRz{R<2_ + R3) + w^L^ffj + JLiLR^iRz + R^) - jwLlJ?;^^) 






(fi2 + /f3)2 + UL)2 



ftl 



R^(Rl + R^R^ + u^L^y 



-•[ 



btLiR^ 



{R^+R^)^+ ( 



«L)2j 



Rr 



6-18 En el circuito paralelo de la Fig, 6-34 ia primera 
rama contiene dos resistencias iguales R en serie y 
la segunda se comnone de una resistencia i?. en 
serie con una bobina de autoinducci6n L variable. 
Obtencr la variacion de tension entre los puntos 
A y B sl\ variar el valor d6 L. 

En ia primera rama la iotensidad I^ = V/2R y la ten* 
st6n en cad a resistencia es RIj^ = {\. 
En la segunda rama, la intensidad es 



Fig. 6-33 



■01 




y la lensidn en la bobina, 
V 



Fig. 6-34 



IfiJi^L — 



(fi] + j^L) 



iJ»L) 



Tentendo en cuenta las polaridades que se indican en 
la Fig. 6-35, 





(jwL) 



Fig. 6-35 



(fl, + ;«L) 
Radonalizando el segundo termino de la expresidn antenor y separando las partes real e imaginan'a resuha 

La cxprcsi6n entre corchetes es un numero complejo que, en forma polar, tendra un raAdulo r y una fasc 4^. 

1/1 u^L-^ Y ■ / ^LR~ r^ ^ 1 



arc tg 






— arc tg 






= arc tg 



-2{»L/Ri) 
1 ^ (u)L/Jei)2 



Asi, pues, d m6dulo de V^^ es constants es decir, V^^ = iV; ahora bien, como tg 2x = (2 tg x)/(l - tg x) 
y toL/J? = tg 6, ^ = -26, sicndo f* el dnguio de la impedancia compleja de la segunda rama. 

6-19 En el circuito de la Fig. 6-36 existen dos mallas activas unidas por una resistencia de 10 chmios, 
Hallar la diferencia de potencial entre los puntos A y B. 

De la Fig. 6-36 se deduce 



h = 



Ih = 



10/30^ 



10/30° 



5/ -53.1' 

10/Of 
5 /53.1 '' 



== 2/83, r 



- 2/ --53.1' 




r~MWV — 1 

3 



10 



C 



1© 



JO/30: 



-j4 



Para calcular V^^ nccesitamos conocer 
las polaridades de las tcnsioncs en los ciemen- 
los como indica la Fig, 6-37. En estas condi- 
ciones, 



1— ^wv 

B ^ + 



> 



Flg.6-3fi 



10 



V + 11- A 



Fig. 6-37 
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Vxx = i-m-h) = (-y4K-2/83,l° ) = -8 /-6.9" = -7,94 + A96 
\xr ^ ^ (lio circula oorricnte por ta resistencia de 10 fi) 
Vr, = i/4)(Ii) = (/4)(2/~53,r ) = 8/36,9° - 6,4 + y4,8 



Por consiguiente, 



\ab = ^Ax + ^XY + Vr, - - 1,54 + y5,76 = 5,95/105= 



6-M La intensidad de corriente total que circula por el circuito 
de la Fig. 6-38 cs ij - 18 /45° aniperios. Calcular la diferencia 
de potencial entre los puntos A y B, 

De la Fig. 6-38 se deduce 
e 

Las teiisioTies en la resistencia de 20 fi y en la rcactancia j6 son 
V,o - (20)1^ = ^3,2/120;; y Vj, - Oti)Ifl = 105/120% rcspectivamentc. 

La Fig. 6*39 permite sumar las tensioncs con las polaridadcs co- 
rrectas, es decir, 

V^fl - (93,2/120" ) " (105/120;; ) - 11,8/^;^ 



6-21 Hallar la impcdancia equivalente entre los puntos Ay B 
del circuito en puente de la Figura 6-40. 

La asociacion en paralelo de Zi y Z4 esta en serie con la 
asociacidn en paralelo de Zj y Z3. Por tanlo^ 
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Fig. fi-40 



Problemas propuestos 

6-22 En el circuito serie de la Fig. 6-41 hallar las caidas de tension en bomes de cada impedancia. Dcrnostrar, me- 
diante el diagrama fasorial correspondiente, que la suma Vj + V2 + V^ es igual a la tension aplicada 
V = 100/0^ voltios. 
SoL 31,4/20.8^ V; 25,1/50,8° V; 62,9 /^29.2'^ V. 





Fig. fi.41 



Fig. 6-42 



6-23 En el circuito sens de la Fig. 6-42 hallar la tensidn aplicada V sabiendo que la caida de tension en Zi es 
27 /- 10° voltios. SoL 1 26, 5 /- 24,6° V. 
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6-24 Tres impedancias Z^ = 5 + j5, Z2 = -J& y Z^ = 4 ohmios estan en serie con una fuente de tension desco- 
nocida V. Hallar los valores de I y de V sabiendo que ta caida de tension en Z3 es 63,2 /18,45^ voltios. 
Sol. I = 15,8 /18,45^ A; V = 150/0;; V. 

6-25 Una fuente de tension V = 25 /180° voltios se conecia a un circuito serie compuesto por una resistencia R fija 
y una rcactanciaX^ variable. Para uncierto valor deeslareactanciainductivaresulta una corrienie I - 11,1 5/1 53,4'' 
amperios. En estas condiciones, se ajusta A^^ para que el retraso de la iniensidad respccto de la tension sea de 
dO"". iCuiSl es ei valor cficaz de la intensidad de corrienie? Sol. 6,25 A. 

6-26 En el circuito serie de la Fig. 6-43 la caida de lensi6n en la reactancia j"2 ohmios es Vj^ ^ 13,04/15'' voltios. 
Hallar el valor de la impedancia Z, Soi R = 4 ^ y Xc = 15 fl, ~ 

6-27 Un circuito serie estd compuesto por una resistencia R = } ohmio, una reactancia inductiva yT^^ = j4 ohmios 
y una tercera impedancia Z. Sabiendo que la tension aplicada y ta intensidad de corrienie resultante son 
V = 50 /45^ voltios e I ^ 11,2 /108 4^ amperios, rsspectivamente, determinar el valor de la impedancia descono- 
cida Z. SoL Z - 1 - ;« fi. 
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Fig. 6-43 



Fig. 6-44 



Fig, 6^45 



6-28 Un circuito serie de tres elementos contiene una bobina de autoinduccidn L - 0,02 henrios. La tension apli- 
cada y la intensidad de corriente resultante se muestran en el diagrama fasorial de la Fig. 6-44. Sabiendo que 
oj - 500 radianes/segundo, determinar toS otros dos elementos del circuito. SoL R = 10 0;/. = 0,04 H. 

6-29 Hallar la impedancia Z y la admitancia Y correspondiente al diagrama fasonal de la Figura 6-45. 
Soi. Z = 2 -jO,5 fl; Y = 0,47 +70,1175 U. 

6-30 Para determinar las constantes /? y i de una bobina se conecia en serie con una resistencia de 25 ohmios y 
al conjunto se aptica una fuente de tension de 120 voltios a 60 hertzios; se miden las tensiones en bornes de 
la resistencia y en la bobina dando los valores K^ = 70,8 voltios y l^bflbii^* " ^6 voltios. i;Cudles son las cons- 
tantes de la bobina en cuestion? SoL R ^ 5 Ci\ L = 79,6 mH. 

6-31 Una asociacion serie RC se conecta en serie con una resistencia de 15 ohmios. Al aplicar al circuito total una 
fuente de tension de 120 voltios a 60 hertzios las tensiones eficaces en ta combinaci6n RC y en la resistencia 
pura son 87,3 y 63,6 voltios, respectivamente. Determinar los valores de /? y de C. 
Soi R = 5Cl\ C = 132,5 /jF. 

6-32 Halbr la impedancia y la admitancia eqnivalente, Z^ e Y«,, en e) circuito de dos ramas en paralelo de la Figu- 
ra 6*46. Deducir la intensidad de corriente en cada circuito equivalents. 
Sol. Z„ = 18,6/7,15^ ft; Y„ = 0,0538/- 7,15^ 15; Ir - 10,75/-7,15^ A. 
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^1^-5-46 Fig. 8-47 FiK.6-48 

6-33 En cl circuito paralelo de la Fig. 6-47 hallar las intensidades de corrientes en cada rama asi como ia intensidad 
total. Construir el diagrama fasorial de corrientes con I,, Ij e I7-. 
Sol. 16/25° A; 12/0^ A; 27,4/U,3" A. 
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6-34 

6-35 
6-36 



Hallar el valor de la intensidad total que circuia por el circuilo de dos ramas en paralelo de !a Fig. 6-48. Ob- 
tener Z^ a panir de k relacion V/I,. y comparar este vator con Z^ = ZiZ2/(Zi + Zj). 
Sol. I J- = 17,9 /42,4^ A. Z^ = 5,59 /- 12,4^ Q. 

El diagrama fasorial de la Fig. 6-49 corresponde a un circuito de dos ramas en paralelo. HaJJar las impedan- 
cias de qada rama Zj y Z^. SoL Zj = 2,5 + j20 fi; Zj = 15 / -90° fi. 

En el diagrama fasorial de la Fig, 6-50 se representan la tension aplicada a un circuilo de dos ramas en paralelo 
y las intensidades que circulan por cada rama. Calcular las impedancias Z, y Zj de dichas ranias. 
SoL Zt = U,55 - ;20 fl; Z^ ^ 27,6 + j] 1,75 Q, 
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Fig. 6-19 



6-37 
6-38 



Fit'. fi^SO Fig. ti-Sl 

En e! circuito de la Fig. 6-51 determinar el valor de Zj sabiendo que Ij = 2 /- 30^ e Ij. = 4.47 /33.4° amperios. 
Sol. Zi = -;5 Q. 

Mediants el empleo de las admirancias hallar la admitancia y la impedancia equivalente, Y^ y 2^. del circuito 
de cuatro ramas en paralelo representado en la Fig. 6-52. Obtener ta intensidad \j del circuito equivalente. 



Sol. Y„ = 0,22/- 58^ "; Z« = 4,55/58" Q; Ir = 33/- 13" A. 
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Fig. 6-52 

Hallar la impedancia y admitaticia equivalente, Z^ e \^, en el circuito de tres ramas en paralelo representado 
en la Figura 6-53, SoL 2«, - 2,87/27^ H; Y^ = Q>348/-27^ U. 

En el circuilo de la Fig, 6-54 hallar el valor de Z sabiendo que V = 50/30° voltios e I^ = 27,9/57,8^ amperios. 
Sol, Z = 5/-30''n. 
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Fig, 6-5J ''''g' fi-55 

En el circuito de la Fig, 6-55 hallar el valor de Z sabiendo que V = 100/90° voltios e I,- = 50,2 /102,5'' ampe- 
rios. Sol. Z = 5/4r n. 

A una asociacidn serie RC en paralelo con una resislencia de 20 ohmios se le aplica una fuente de tension a 
60 hertzioa que suministra una ititensidad de corriente total de 7,02 amperios. La intensidad de corriente por 
la resislencia de 20 ohmios es de 6 amperios y la correspond iente por la rama RC es 2,3 amperios. Hallar los 
vaiores de i? y de C\ ScL /f = 15 0; C = 53,1 nF. 

Hallar los vaiores de R y Xi en el circuito de la Fig, 6-56 sabiendo que el valor eficaz de la intensidad de 
corriente total vale 29,9 amperios, el de la intensidad que circuia por !a rcsistencia pura es 8 amperios y la co- 
rrespond iente por la rama RL es 22,3 amperios. Sot. ^ = 5,8 0; A'^ = 14,5 Q. 
Hallar !a tensi6n V^^ en el circuito de la Figura 6-57. SoL 28,52 /183,68" V. 
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6-45 La lectura de un voltimctro en bornes de la resistencia de 3 ohmios del circuito dc la Fig. 6-58 es 45 voltios, 
iQue valor indicar4 cl amperimetro? SoL 19,4 A. 
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6-16 La lectura de un voitiraetro en bornes de la resistencia de 5 ohmios det circuito de la Fig. 6-59 es 45 voUios. 
iQvti valor mdicara el amperimetro? Sot. 18 A. 



6^7 Hallar et valor eficaz de la tension entre tos puntos A y B del circuito del Problema 6-46 



Sol. 25,2 V. 



6-48 La tension eficaz entre Sos punios A y B dd circuito de la Fig. 6-60 vale 25 voltios. Hallar !os vaJores eficaces 
de V y dc ly. Ind, Suponer aplicada una tension cualquiera V y detenninar la tension V^g correspond iente. De 
ello se deduce ^5 = V'/V'^b. SoL 54,3 V; 14,2 A. 
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6-49 En el circuito paralelo de la Fig. 6-61 hallar el valor eficaz de la tension de ta fuente sabiendo que la jdiferencia 
de potencial entre los puntos A y B vale 50 voliios. Sol. 54,6 V. 

6-50 En cl circuito de la Fig. 6-62 dar valores arbitrarios a Ry Xj^. Demostrar que para cualquier par dc valores 
de /? y Jfi el valor eficaz de V^^ es constante e iguaJ a 50 voltios. 
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Potencia eiectrica y factor de potencia 



INTRODUCCION 

En muchos dispositivos electricos uno de los parametros que mas interesa es el de la potencia, Por 
ejemplo, es importante conocer la potencia suministrada por un altemador, la potencia consumida 
por un motor electrico, la potencia emitida por una emisora de radio o television, etc. 

La tension aplicada al circuito de elementos pasivos 
de la Fig. 7-1 es una funcion del tierapo. La intensidad 
que resulta es, igualmente, una funci6n del tiempo cuyo 
valor depende de los ekmentos que integren dicho circuito. 
El producto, en cad a instante, de la tension por ia inten- 
sidad se llama potencia instantanea y viene dada por 
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Fig. 7-1 



La potencia p puede tomar va lores positives o negativos, segun el instante o el intervalo de tiempo 
que se considere, Una potencia p posiliva significa una transferencia de energia de la fuente a la red, 
mienlras que una potencia p negativa corresponde a una transferencia de energia de la red a la fuente. 
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POTENCIA EN REGIMEN PERMANENTE SENOIDAL: POTENCIA ACTIVA (P) 

Consideremos el caso ideal en que et circuito pasivo 
contenga, exdusivamente, un elemento inductivo al que 
se le aplica una tensidn senoidal de la forma v ^ K„ sen (ot. 
La intensidad de corriente que circula es de la forma 
I = /„ sen {wt - 7i/2). EI valor de la potencia instan- 
tanea es 

p =z vi - K^/„(sen tz>r)(sen cjt - k/2) 

Como sen (tj/ - n/2) = -cosoj/y 2senxcos:^ = sen 2^, 
podremos escribir 

En la Fig. 7^2 se pone de manifiesto este hecho- 
Cuando v e i son positivos, la potencia p es positiva, 
por lo que existird una transferencia de energia de la 
fuente a la bobina, Cuando v e i son de signo contrario, 
la potencia es negativa, y la bobina devuelve a la fuente 
la energia que antes le habia suministrado, La frecuencia 
de la potencia es el doble que la correspondiente a Ja 
tension o la corriente- El valor medio de la potencia, 
que representaremos por P, en un ciclo o periodo com- 
pleto es cero. 

En el caso ideal, tambien, de que el circuito estuviese 
formado por un condensador puro de capacidad C ob- 
tendriamos resuliados analogos, como puede apreciarse 
en la Figura 7-3. 
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Fig. 7-2, Circuito de una bobina pura L 
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Fig. 7-3, Circuito de un condensador puro C 
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Apliquemos ahora una tension v ~ V„ sen a)i a 
un circuito constituido por una sola resistencia. La in- 
lensidad de corriente que circula por ella es / = /^ sen to; 
y la potencia correspondiente 

p = vi = K^/„sen^ cat 
Ahora bien, sen^ jc = ^(1 ~ cos 2x\ con lo cual 




Fig. 7-4. Circuito At una re$i!iU'ncia pura H 



P = T*^«/«(l - COS 20)t) 
resultado que se puede observar en la Fig. 7-4. En este 
caso vemos que la frecuencia de la potencia es lambien 
el dobie de la correspondiente a la tension o a la corriente. 
Ademas, ta potencia es siempre positiva y varia desde 
cero a un valor radximo V„f„. El valor medio de la po- 
tencia es \y„i„. 

Finalmente, consideremos el caso de un circuito pasivo general. Aplicando una tension senoidal 
V = K„ sen oit, circuta una corriente de intensidad / = f„ sen {mt + 0).E\ angulo de fase sera positivo 
o negative, segun el caracter inductivo o capacitivo, respectivamente, de! circuito. La potencia instan- 
ts nea es 

p = y/ = y^I^ sen {i)t sen {cut + 6) 

Ahora bien, sen a sen ^ = ^[cos (a ~ fi) - cos (a + ^)] 
y cos —a = cos a, con lo cual 

P = i^w^«[cos - cos (2w/ + 0}] 

La potencia instantanea p consta de un termino 
cosenoidal, -jVJ^ cos {2wl + 0), cuyo valor medio es 
cero, y de un termino constante, jr„/„ cos 0. En estas 
condiciones, el valor medio de p o potencia activa P es 

^ = ^KL cos = VI cos 

en donde V = VJ^ e / = JJ^/l son los valores efica- 
ces de los fasores V e I, respectivamente. El termino cos 
se W&rnB factor de potencia {f,p.). El angulo es el que 
forman V e I y esta siempre comprendido entre +90°. 
De aqui se deduce que cos y, por tanto, P, es siempre 
positivo. Sin embargo, para indicar el signo de diremos 
que un circuito inductivo, en el que la intensidad de corrien- 
te esta retrasada respecto de la tension, tiene un factor 
de potencia en retraso. Un circuito capacitivo, como la 
corriente esta adetantada respecto de la tension, tiene un 
factor de potencia en adelanto. 

La potencia activa P tambien se puede deducir de la ex- 

dt. 




1 /''" 
presion de definictdn de ia potencia media P = - t p 

La unidad de potencia activa en el sisiema mksa es 
el vatio (W); como multiplo se emplea et kiiovatio (kW), 
de manera que I kW = 1000 W. 



A 


A A 


'\l 


M / '\ . 


\^*r 


/*j \Z/2ir/u .\;y3tf/u 



Fig.7>5 



POTENCIA APARENTE (S) 

El producto K/ se llama potencia aparenie y se repiesenta por la letra mayiiscula S. 
La unidad de 5 en el sistema mksa es el voltio-amperio (VA), y su multiplo mas empleado es el ki- 
lovoltio-amperio (kVA), siendo I kVA = 1000 VA. 
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POTENCIA REACTIVA (Q) 

El prod uc to K/ sen se llama polenvia react iva y se represenla por la leira mayuscula Q, 
La unidad de Q en el sislema mksa es el voltio-amperio reactivo (VAR), y su multiple mas em- 
pleado es el kilovoUio-amperio reactivo (kVAR), siendo I kVAR = 1000 VAR. 

TRIANGULO DE POTENCIAS 

Las expresiones de las potencias activa, aparenle y reactiva se pueden represenlar geometricainen- 
te media nte los lados de un triangulo que se llama tridngulo de potencias. 

Sea un circuito induclivo y represenlemos el retraso de la inlensidad de corriente como indica la 
Fig. 7-6(fl), esto es, tomando la tension V como referencia. En la Fig. 7-6(i} esta representada la inlen- 
sidad de corriente con sus componentes activa y reactiva. La componente activa esta en fase con la ten- 
sion V y la componente reactiva est^ en cuadratura con V, es decir, defasada 90^ en retraso, Este diagra- 
ma se repite en la Fig. 7-6(c), en donde I, /cos e / sen estan multiplicados por ta tension eficaz V. 
En este caso: 

Potencia activa P - tension x componente activa (en fase} de la intensidad = VI cos 6 

Potencia aparente 5 = tension x intensidad - VI 

Potencia reactiva Q = tension x componente reactiva (en cuadratura) de la intensidad = VJ sen 
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Fig. 7-b, Triangulo de puiontias: Carga inductivu 

Con un procedimicnto anaiogo se construyen los diagramas de la Fig. 7-7. El triangulo de potencias 
para una carga capaciliva tiene la componente Q por encima de la horizontal, 
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Fig. 7-7. Triangulo de poteiicitis: Curga capacitiva 



POTENCIA COMPLEJA 

Los tres lados S, P y Q del triangulo de potencias se deducen del producto VI* de ta tension por el 
complejo conjugado de la intensidad. El resultado de este producto es un numero compiejo que se ilama 
potencia ample ja S. Su parte real es la potencia activa P y su parte imaginaria es la potencia reactiva Q. 
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Sean \ = Ve^ e I ^ /e^'"***. EBtonces, 

S - VI* = Ve'^Ie'^^^^^^ - VIe~^ = VI cos - jVI sen (9 = F - jQ 

El modulo de S es la potencia aparente S = VL\Jn angulo de fase en adelanto (I adelantada res- 
pecto de V) implica una potencia reactiva {Q) en adelanlo, mientras que un angulo de fase en retraso 
quiere decir una potencia reactiva Q en retraso, Este hecho debe tenerse muy presente al construir el 
tridngulo de potencias. 

A continuacion haremos un resumen de las ecuacioncs a emplear para hallar las componentes del 

triingulo de potencias, 

Potencia activa P = VI cos -= RI^ = Vi/R - Re[VI*] 
Potencia reactiva Q = VI sen 9 -- XP - V^X = Im[VI*] 
Potencia aparente S = VI = ZP = V'^jZ = modulo de VI* 
Factor de potencia (f.p.) = cos ^ = R/Z - PjS 

Ejemplo 1. 

Trazar d triingulo de potencias de un circuilo cuya impedancia es Z == 3 + j4 ohmios y al que se le aplica 
un fasor tensi<5ii V = 100/30'^ voltios. 

El fa&or intensidad de corriente que resulta es I = V/Z = (100/30^ )/(5 /53,l° ) = 20 /- 234° A. 

Metodo L 

p = RI^ = 3(20)^ = 1200 W 

Q = A'/^ = 1600 VAR en relraso 

S = ZI^ = 2000 VA \ l^ = '*'* ^^"^ 

f,p. = COS 53,1 = 0,6 en retraso 

Metodo 2- 

S = VI ^ 100(20) = 2000 VA 

P = K/ cos 9 = 20O0 cos 53.1" = 1200 W f' 7 8 

Q ^ V! sen 0= 2000 sen 53,r - 1600 VAR en relraso '^' 

f,p. = cos <? = cos 53,r = 0,6 en retraso 

Metodo 3. 

S = VI* = (100/30" )(20 /23,r ) = 2000 /53,1° = 1200 + >I600; por lanto, 

/» = 1200 W, Q = 1600 VAR en relraso. S = 2000 VA y f.p. = cos 53,1° = 0,6 en retraso 

Metodo 4. 

V^ = i?I = 20 /-23,r (3) = 60 /-23,r . Vj, = (20 / -23,1° 1(4/90" ) = 80 /66,9° 

Por lanto, P = Vh'I^ = 60^/3 = 1200 W 

Q = vljX = 80 V4 - 1600 VAR en relraso 

5 = V^jZ = 100V5 = 2000 VA 

rp, = PIS = 0,6 en retraso 

Debe tenerse un cuidado especial al sustituir valores en la ecuacion P = VljR. El error que se comete con 
mas frecuencia consiste en sustituir V^, tension en la resistcncia linicamente, por la iensi6n total V en la impe- 
dancia Z. 

CORRECCION DEL FACTOR DE POTENCIA 

En las aplicaciones industriales se f^ele trabajar con cargas inductivas, por lo que la intensidad re- 
trasa respecio de la tension aplicada. La potencia activa P entregada a la carga es una medida del tra- 
bajo util por anidad de tiempo que puede realizar la carga. Esta potencia se transmite, normalmente, 
a traves de lineas y transfonnadores. 

Como un transformador trabaja, en general, a tension constante, la potencia aparente en kVA da 
idea de la intensidad maxima permitida. Teoricamente, si se conectase una carga inductiva o capaci- 
tiva pura, el transformador podria estar trabajando a plena carga, mientras que la potencia activa (media) 
suministrada seria cero. 
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En d triangulo de potencias, !a hipotenusa S es una medida de la carga del sistema de distnbucion, 
y el cateto F es una medida de la potencia util suministrada. Evidentemente, inieresa que S se aproxime 
lo mas posible a P, es decir, que el angulo sea muy pequeno. Como el factor de potencia es f.p. - cosG 
valdria aproximadamenie la unidad. En el caso normal de una carga inductwa es posible corregir ei 
factor de potencia mediante condensadores en paralelo con la carga. Observese que la tension en la carga 
es la misma, con lo que la potencia util P tampoco varia, Al aumentar el factor de potencia la miensidad 
y la potencia aparente disminuyen y, por tanto, se consigue una utilizacion mas eficiente de la potencia 
en el sistema o red de distnbucion. 



Ejtmplo 2. 

En el circuito dd Ejemplo 1 corregir el factor de potencia al va- 
lor 0.9. en retraso. utiliiiindo condensadores en paraJelo, Hallar el 
valor de la potencia aparente S' despues de introducir la correccion, 
y la potencia reactiva de los condensadores necesarios para obtener 
dicha correcci6n. 

Representemos de nuevo el thangulo de potencias del Ejemplo I . 
En este caso. 0.9 = cos e\ de donde 6' = lb" y 

S' = f/cos 0' = 1200/cos 26° = 1333 

Ahora bien, Q' = S' sen 0' - 1333 sen 26'^ = 585 VAR en retraso. 

Potencia reactiva dd condensador = Q - Q' = 1600-585 

=^10)5 VAR en adelanto 

Como P no varia, la energia acliva permanece constante despues 
de la correccion. Sin embargo, d valor de S se reduce de 2000 VA 
a 1333 VA. 



F =■ 1200 



'^: I j'Ws! 




5 = 2000 



Fig- 7-9 



Problemas resoeltos 

7-1 Trazar el triangulo de potencias de un circuito cuya tension es v - 150 sen [ml + 10°) voltios 
y cuya intensidad viene dada por / = 5 sen {int - 50^) ampenos. 



V = U50,.V2),/10;; = 106/10^ e I = (5/y2)/-_5jO^ - 3.54/-50^ 
Entonces. 

S == VI* = (106/10;; )(3.54/50^ ) = 375/6r = 187,5 + /325 

de donde 

P = Re[VI*] = 187,5 W 

Q lm[VI'] = 325 VAR en retraso 

5 = |vi*| = 375 VA 

f.p. = cos 60^ - 0,5 en retraso 



litfi 




5 = 375 



Q = 325 



Fig 7-10 



7-2 La potencia consumida por un circuito serie de dos elementos vale 940 vatios ^^^^^^of^^^^' 
dc potencia igual a 0.707 en adelanto. Hallar las constantes del circuito sabiendo que la tension 
aplicada es t^ = 99 sen (6000/ + 30°) voltios. 

El fasor tension aplicado es V ^ {9QI^/2yW = 70,^ . De la expresion de la potencia /> = ^j^^^^^l^ 
,uha 940 =. 70/(0.707)'de donde / = 19 A. Como el factor de potenda vale 0.707 - adeb^to |1 fasor nten- 
sidad de corriente esta addantado con respecto al de tension "" angulo a^^^J^^^J;^^^ =/^ n fi n Tho' 
I = 19/75^ A. La impedancia del drcuito es Z = V/I = (70/30^ m/iy ) - 3.6S/-45: = 2,6 - j2,6 ft. Aha- 
ra bien, como Z = R- jXc, y J^c = lA'J*^' se deduce 

t' - * 



/i = 2.6 fi 



c = 



= 64,1 pF 



6000{2,6) 
Otro metodo. 

Sustimyendo / = 19 A en P = /i/^ resulta 940 = R{\9f, de donde R = 2,6 £1. 

Enionces. Z = Z/-45'; = 2,6 - JXc. con lo que X^ = 2,6. Por consiguiente. C = 1/w-^c = «•> t'^ 
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7-3 Detenninar el triangulo de potencias del circuito serie representado en la Figura 7-11. 



1 



SO Z-QO" 



01 





s = hoo 



Q = 400 
en reiraso 



Fig. 7-! I Fiff,7-12 

De la Fig. 7-11, Z = 3 + y6 - y2 = 5 /53,1° c I = V/Z ^ (50 / -90° )/(5 /53.r ) ^ 10 / -143,1" . Entonces, 

S = VI* = (50 /- 90° )(10 /143.1° ) =^ 500 /53. r - 300 + y400 
Los iados del triangulo de potencias representado en la Fig, 7-12 son 

i> = 300 W. Q = 400 VAR en retraso, 5 = 500 VA, f.p. = cos 53, T = 0,6 en retraso 
Oiro miiodo. 

Suscituyendo el valor 1 = 10 A en las expresiones de la potencia disipada en cada eiemento resulta 
P= Rp = 3(10)^ = 300 W, Cjj, = 6(10)^ = &00 VAR en retraso, e^^j = 2(!0J' = 200 VAR en adelanto 
y C = Gj6 + G-i2 = 400 VAR en retraso. 



7-4 En el circuito de la Fig. 7-13 el valor eficaz de la 
intensidad de corriente total es 30 amperios. Hallar 
las potencias. 



Haciendo 

18.45 /- 12,55° 
Entonces, 



. I, = SO/0^ (9^) = 12.7^18^ . 



It 



S 

-mm- 
1, 



-;3 



4 



Fig, 7-13 



f = /?^/| + R^l\ = (4)(18,45}^ + 15)112,7}' = 2165 W 

Q = Jf/f = (3)(12.7)' = 483 VAR en adelanto 

S = F-jQ = 2165 - /483 = 2210 /- 12.6° , 5 ^ 2210 VA 

f,p. = P/S = 2165/2210 = 0,98 en adelanto 

(5 _ ,3)4 
Podemos obtener los mismos resultados calcylando la impedancia equivalents Z^ = - '-" ■ -\ - ' = 2,4 



-jO,533 fi. For tanto, 

p = RI\ = (2,4){30j' = 2160 W y Q = (0,533)(30)^ == 479,7 VAR en adelanto 



9-j3 



7-5 La potencia total disipada en el circuito de la Figu- 
ra 7-14 es 1100 vatios. Hallar la potencia de cada 
elemento y la leclura del amperimetro. 

De la Fig. 7-14 se deduce. 



3 ;* ' 

I — 'mm — n!K3^r^ — i 




, _ X = V ^ V _ 

' Zi 3 + j4 5 /63.1° ' 



I^ = 



JV 
10 



10 



La relacton de intensidades de corrientes es -— = 



/j y/lO 1 
las potencias disipadas en las resistencias de 3 O y 10 O es 



Fig. 7-14 

Ahora bien. eomo P - RI^, la relacidn entre 



^10 






6 
6 
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Por oira parte, como Pj. = F^ + /"k,, dividiendo ambos miembros por Pio rtsuita Pj/Pio = P3/P10 + 1, 
con lo cualj 

P^o = 1100(5/11)= 500 W, P3 = 1100- 500 = 600 W 

Dc la expresion P = RI^ se deduce 3/j = 600» de dondc /j ~ 14,14. Tomemos V = V/0'' ; enlonces 

Ii = 14.14 /- 53,1° = 8,48 -yn,31 

I3 = 7,07/0* = 7,07 



e If = Ii + I2 = 15,55 -;1 1,31 = 19.25/-36^ 

La lectura dd amperimetro t$ 19,25 A. 

7-6 Determinar el triangulo de potencias de cada rama del circuito paralelo de la Fig, 7-15; obtener 
luego el correspondiente al circuito complete. 



V = 20/60^ 







2, = 4 /3Q' 



Zt - 5/60^ 




S, = 174 



Qz = 69,2 
en rctraso 



Fig. 7-15 
Rama L 

I, = V/Zi = (20/60° )/(4/30° ) = 5/3r 

S, = VTf = (20/60° X5/-30" ) = 100/30° 



Fig. 7-16 
Rama 2. 

Ij = V/Zj = (20/60^ )/(5/60! ) = W 
S;i = Vlf = (20/60° )(4/0° } = 80/60° 



= 86,6 -f >50 
Enionces, 

P^ = Re[Vl?] = 86,6 W 

Qi = Iiii[VIt] = 50 VAR en retraso 

5, = jVItl = 100 VA 

f.p.i = P\IS^ = 0,866 eo retraso 



= 40 + ;69.2 
Entonces, 

Pi =^ 40 W 

Qj = 69,2 VAR en retraso 

52 = 80 VA 

f.p.2 = 0,5 en adelante 



Pe los resultados anteriores se deduce inmediatamente el triingulo df potencias total que se representa en 
la Figura 7-16. 

fj. = p, + Pj = 86,6 -I- 40 = 126,6 W; ^^ = Ci + 62 = 50 + 69,2 = 119,2 VAR en retraso 
Por tanto, S^ = /'r + JQr = 126,6 +yil9.2 = 174 /43.4° , 

Sr = \Sr\ = 174 VA y f.p.y = Pt/^t = 126,6/174 = 0.727 en retraso 

7-7 El rendimiento de un motor de induccion de 2 caballos de vapor (CV) de potencia de alimenta- 
cion es del S5 %. El factor de polencia de la carga vale 0,8 en retraso. Hallar las potencias electri- 
cas de entrada. 

Como 1 CV = 736 W, P,^,,,^, = 2(736)/0,85 = 1732 W, Por tanto. 



f \WM im VA, I? -m m (0,8) - W'. Q - im m m - \1^^ VAR en mmso 
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7-8 Determinar ei triangulo de potencias total del circuito para- 
Iclo de la Fig. 7-17 sabiendo que la potencia disipada en la 
resistencia de 2 ohmios es 20 valios. 

Como f = /E/^ 2/? = 20, de donde /j = 3,16 A. Por otro lado, 
Zi = 2- j5 = 5,38 /-68,2° Q, con to que V = ZI^ = 3,16(5,38) = 
17 V. Tomando V = 17/0^ , 

I. = 3.16/68,2° , T, = V/Z2 = (l7/(r Vijl/^ ) 
t ly = I, + I2 = n,l/-29,8^ 



Ir 




->5 



J-'ijr. 7-17 



Para determinar las componentes del tridngulo de potencias se ha de conocer el valor de St- 

Sj = VIJ = l7/0^Ul,l/29,£ ) = 189^9^ = 164 +y94 
de donde 

p,. = ]64 W, Qt^94WAR en reiraso. S^ ^ 189 V A, f.p. = 164/189 = 0,868 en reiraso 

7-9 Determinar las componentes del triangulo de potencias de la asociacion de tres cargas defini- 
das de la forma siguiente. Carga 1 : 250 voltios-amperios con factor de potencia 0,5 en retraso ; 
carga 2 : 1 80 vatios con factor de potencia 0,8 en adelanto ; carga 3 : 300 voltios-amperios, 100 voltios- 
amperios reactivos en retraso. 

Vamos a ealcular las potencias media y reactiva desconocida para cada carga. 

Carga 1. Dates S ~ 250 VA, f.p. = 0,5 en retraso. 

p = S {f.p,) = 250(0,5) = 125 W, = arc cos 0,5 = 60°, Q = S $tn d = 250 sen 60^ = 216 VAR en reiraso 

Carga 2. Datos /» ^ 180 W, f.p. = 0,8 en adelanto. 

S = />/f,p. = 180/0.8 = 225 VA. ^ arc cos 0,8 = 36,9°, = 225 sen 36,9' = 135 VAR en adelanto 

Carga 3. Datos 5 = 300 VA, Q = 100 VAR en retraso. 

^ arc sen iQ/S) ^ arc sen (100/300} = 19,5°. P = S cos S = 300 cos 19;5° = 283 W 

Por canto, Pj = 125 + 180 + 283 = 5iS W, Qt = 216 - 135 + 100 - 181 VAR fcn retraso 

Como Sr = /'t + JQt - ^^S + ;181 ^ 616/l7,r ,: 

^r = 616 VA y fp, = P/S = 588/616 = 0,955 en retraso 
La Fig. 7-18 muestra Jos triangulos de potencia de las cargas individuales y del conjunto. 

Pr - 588 




eti reiraso 



Fig.7-ia 

7-10 Un transformador de 25 kilovoltios^amperios alimenta una carga de 12 kilovatios con un factor 
de potencia 0,6 en retraso. Hallar el tanto por ciento respecto de plena carga que soporta el trans- 
formador. iCuantos kilovatios en cargas adicionales con factores de potencia la unidad se pue^ 
den anadir a dicho transformador sin que trabaje a plena carga? 

Para la carga de 12 kW, S = P/tp. - 12/0,6 = 20 kVA. Por tanto, 

% plena carga = (20/25)100 - 80% 
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Como 9 = arc cos 0,6 = 53,r, 2 = 5jScn 6 = 
20 sen 53 J* - 16 kVAR en retraso. Al ser ei factor 
de pctencia de las cargas adicionaks la unidad, la 
potencia rcaciiva Q serd la misma. For tanlo^ a ple- 
na carga; el dngulo 9' - arc sen (16/25) =? 39,&'' y 
la potencia total P^ = S" cos 0' = 25 cos 39,8° = 
19,2 kW, Luego, 

Carga adicional = Pj, - P = 19,2 - 12 

= 7,2 kW 

Se podian haber obtenido eslos mismos resul- 
lados mediante una representacion grafica, como se 
puedc ver en la Figura 7^19. 

Observese que con la adiciin de estas cargas con 
factor de potencia unidad ha aumcntado s! factor de 
potencia total, Tp. = cos 39,8" = 0,7|68 en rctraso. 



P^=19J! 




Cstr^a jin^dJda 






Fig. 7-19 



area d« 25 kVA 



7-11 En el transformador del Problema 7-10, supongase que el factor de potencia de las cargas adicio- 
nales es 0,866 en adelanto. i,Cuintos kjiovoltios-amperios de esas cargas se le pueden afiadir 
hasta que el transformador trabaje a plena carga? 

Del Problema 7-10, 5 - 20 kVA, = 53,1", = 16 kVAR pn rctraso. En la Fig, 7-20(a) tenemos cl 
triangulo correspondiente de potencias. Con la potencia Sj de las nuevas cargas s? anade un 4ngulo d^ - 
arc cos 0,866 = 30^ y el angulo 9' es innecesario. En la Figura 7-200), 

25/sen 96,9° = 20/5en ^, sen ^ - 0,795, ^ = 52,6" 

Entonces, y = 180° -- {96,9" + 52,6°) = 30,5= y 0' - 53,r - 30,5^ = 22,6^ 



p^ 


12 




1 


V^jLi*' 






X^^- 


^ 


^ 




S = 20S 


V 




= 16^^^^ 




\ 


\ 





'^ 



it 




p* 



(a) 



(*) 



Fig. 7-20 



La potencia activa y reactiva a plena carga son Pj = 25 cos 22,6'^ = 23,1 kW y Qt = ^^ sen 22,6" = 
9.6 kVAR en retraso. Para las nuevas cargas, P^ = 23,1 - 12 = lt,l kW, Q^ = 16 - 9,6 = 6,4 kVAR en 
adelanto, con lo cual, Sj = P^ + jQi = H J - ;6,4 = 12,8 /- 30^ 

5i = 12,8 kVA 

Estos 12,8 kVA dc las nuevas cargas con un factor de potencia 0,866 en adelanto, mis los 12 kW con un 
factor de potencia 0,6 en retraso, completan !a potencia aparente de 25 kVA del transformador. 

Oiro mciodo. En la Fig. 7-20(fl), para un angulo $2 = ^^°* 



Ahora bien. 



{S-) 



M 



{P + Pi)^ + {Q-Qs)^ 



Susmuyendo 25^ = (12 + V^/2Sg}2 + (16 - :|Sjs)* de donde 5, = 12.8 kVA 
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7-12 Un transformadpr de 500 kilovoltios-amperios funciona a 
pleaa carga con un factor de potcncia 0,6 en retraso. Ana- 
diendo unos condensadores a la carga se tnodifica dicho factor 
pasando a valer 0,9 en retraso, Hallar la potencia reactiva de 
ios condensadores precisos. Despues de ia correccidn dej fac- 
tor de potencia, ique tanto por ciento respecto de plena carga 
soporta el transformador? 



P = 300 




S = 500 



Fip. 7-21 



Cuando ei transformador funciona a plena carga (vease Fig. 7-21 ), 

P = VlQosO^ 500(0,6) = 300 kW 

e = arc cos 0,6 = 53,!° 

Q = yfsfitie = 500 sen 53,r = 400 kVAR en retraso 
Cuando Lp. = 0,9 en retraso, 

6' = arc cos 0,9 ^ 26°, S' = 300/0,9 = 333 kVA, Q' = 333 sen 16" = 146 en retraso 
For tanto, la potencia reactiva de Ios condensadores es C — ^' = 400 — 146 = 254 kVAR en adelanto 
y % plena carga = (333/500)100 = 66,7 % 



7-13 Un grupo de motores de induccion con una potencia activa total de 500 kilovatios y un factor 
de potencia 0,8 en retraso es sustituido parcialmente por motores sincronos con el mismo rendi- 
miento, pero con un factor de potencia 0,707 en adelanto. Se siguen haciendo sustituciones, con 
lo cual el factor de potencia varia continuamente. iQuc tanto por ciento de !a carga habri sido 
sustituida cuando el factor de potencia del sistema valga 0,9 en retraso? 

Como Ios motores sincronos tienen el mismo reodimiento que Ios motores de induccion. Ia potencia ac- 
tiva total permanece constante e igual a 500 kW. Antes de la susiitucion de ios motores, 

5 ^ 500/0,8 = 425 kVA, 6 = arc cos 0,8 = 36.9°, Q = 625 sen 36.9' = 375 kVAR en retraso 

Cuando el factor de potencia del sistema sea 0.9 en retraso. 

$' = an; cos 0,9 = 26°, S' = 500/0,9 = 556 kVA, Q' = 556 sen 26° = 243 kVAR en retraso 
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Fig. 7-22 



Cuando el factor de potencia sea 0,707 en adelanto, Oj = arc cos 0,707 = 45°. En la Fig. 7-22(i), apli- 
cando el teorema de lo5 senos, 

V&CR 53,1^^ ^ l32/5en 81,9°, Si - 1(M,5 kVA 

Por tanto, Pj = 106,5 cos 45° = 75,3 kW y 

% carga sustituida = (75,3/500)100 ^ 15 % 
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Problemas propuestos 

7-14 Determinar el triangulo de potencias de un circuiio al que se le aplica la tension v = 200 sen (ail + 110°) vol- 
tios y circula la intensidr.d i - 5 ^cn (oj/ + 20'^) ampcrios. Sot. P = Q; Q = 500 VAR en retraso. 

7-15 Determinar el triangulo d.^ potencias dc un circuito a I que se le aplica la tension t) = 14,14 cos to/ voltios y 
circula la intensidad i = 17,1 cos {wi - 14,05°) miliamperios. 
Sol. f = 1 17,5 mW; Q = 29,6 mVAR en retraso; f.p. = 0,97 en retraso. 

7-16 Determinar e! triangulo dc potencias de un circuito al que se le aplica una tension i- = 340 sen ia>t - 601 vol- 
tios y circula una intensidad i = 13,3 sen {a3i - 48,7°) amperios. 
SoJ. P = 2215 W; 2 = 442 VAR en adelanio; f.p. = 0,98 en addanio. 

7-17 La tension eficaz aplicada a un circuilo serie de /i - 10 ohmios y A^c - 5 ohmios es 120 voltios. Determinar 
d tri^ngulo de potencias. Sol. S - 1154 - y577 VA; f.p. - 0,894 en adelanto. 

7-18 La tension eficaz en la resistencia dc un circuito sene de A - 5 ohmios y A"^ = 1 5 ohmios vale 31,6 voltios. De- 
terminar el tningulo de potencias. SoL S = 200 + y600 VA; f.p. - 0,316 en reiraso. 

7-19 El fasor de la tension aplicada a un circuito serie de ^ = 8 ohmios y A^ - 6 ohmios es V = 50/-90^ voltios, 
Determinar e! inangulo de potencias. Soi S = 200 -yl50 VA; f.p. = 0,8 en adelanto. . 

7-20 Hallar la impedancia de un circuito que consume 5040 voltios-amperios con un factor de poiencia 0,894 en ade- 
lanto respecto de un fasor tension V = 1 50/451 voltios. Sol. 4 - jl n. 

7-21 Una impedancia por ia que circula ^xn^ cornente eficaz de 18 amperios consume 3500 voltios-ampenos con un 
factor de poiencia 0,76 en retraso. Calcular dicha impedancia. Sol 8,21 + y7,0 fi. 

7-22 Hallar las consianies de un circuito serie de dos elementos par el que circula una intensidad de corriente / = 4,24 
sen {5000f + 45") amperios y consume 180 vatios con un factor de potencia 0,8 en retraso. 
Soi fi = 20 Q; i. = 3 mH. 

7-23 Determinar el triangulo de potencias del circuito constituido por las impedancias Zj = 5,83,/-59^ ohmios 
y Zj = 8,95/63,4° ohmios en serie por las que circula una intensidad de corricnte eficaz de 5 amperios. 
Soi Sr^ i7TT;75 VA; f.p. = 0,918 en retraso. 

7-24 La potencia reactiva consumida por dos nnpedancias Z, - 5/45' ohmios y Z, - \OIW_ ohmios en serie cs 
1920 voltios-amperios reaclivos en retraso. Hallar la potencia activa P y la potencia aparente S. 
Sol. P = 2745 W; 5 - 3350 VA. 

7-25 El circuito de la Pig. 7-23 consume 36,4 voltios-amperios con un fac- 5 -'^ Z 

tor de potencia 0,856 en retraso. Hallar el valor de Z. r-MVWV — ^^^^^^ — 1 1 -1 

SoL Z = 1/90= Q. 

— — I. 

7-26 El circuito serie de la Pig. 7-24 consume 300 vatios con un factor de / = 2,5 

potencia 0,6 en retraso, Hallar la impedancia desconocida y determi- ^ ^ ^^ 

nar el triangulo de potencias. 

Soi. Z = 4/90° O; S - 300 + y400 VA. 



so/^on-j 1 



7-27 El fasor de tension aplicado a dos impedancias Zi ^ 4/ -30" ohmios 
y Zj = 5/60" ohmios en paralelo es V = 20,^^ voltios. Determinar el 
triangulo de~poiencias de cada rama asi como el triangulo de potencias 
total mediante combinacion de los anteriores. 
So!. P = 126,6 W , Q -- 19,3 VAR en retraso; f.p. = 0,99 en retraso. 

7-28 El valor de !a tension ehcaz aplicada a un circuito formado por R = 10 
ohmios y Z = 8-30;; ohnsios en paralelo es dc 5 amperios. Determi- 
nar el triangulo dc potencias total. p. ^^4 
SoL F = MO Vf ; C = 33 VAR en adelanto; f.p. ^ 0,957 en adelanto. 



CAP- 7] 



POTENCJA ELECTRICA Y FACTOR D£ POTENClA 



79 



7-29 Hallar la potencia activa lotaJ y el factor de potencia del circuiio paraldo de la Fig. 7-25 aabiendo que la po- 
lencia reactiva de la rama 1 es 8 kiJovoltioS'amperios reactivos. Sol. 8 kW; f.p, = 0,555 en retraso, 

7-30 iQue iectura indicari el amperimetro de! circuito de la Fig. 7-26 si el consumo de la rama 2 es 1490 voltios- 
amperios? Detcrminar et iridngulo de potencias. 
Soi. 42.4 A; S = 2210 +;3630 VA; f.p. = 0,521 en retraso. 
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7-37 



© 



®| 



-0- 



© © 



J6 



>3 



Fig, 7-25 



Fig, 7-26 



Pig. 7- 



En el circuito paratelo dc la Fig. 7-27 la resistencia de 3 ohmios consume 666 vatios y el circuito total 3370 
voltios-amperios con un factor de potencia 0,937 en adelanto. Hallar el valor de Z. 
Sol. Z = 2-j2Q. 

La potencia total consumida per el circuito de la Fig. 7-28 es 1500 vatios. Determinar el triangulo dc potencias, 
SoL S = 1500 +/2480 VA; f,p. = 0,518 en retraso. 

Hallar la potencia disipada en cada una de las resistencias del circuito de la Fig. 1-29 sabiendo que la potencia 
total es de 2i)00 vatios. Sol, /^ij = 724 W; i'g - 1276 W. 
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Fig. 7-29 



Fip. 7-3(1 



Fip. 7-28 

La potencia reactiva Q del circuito de la Fig. 7-30 es de 2500 voitios-amperios reactivos en retraso, Determinar 
el triingulo de potencias completo. Sol. S = 3920 VA ; P = 3020 W ; f.p, = 0,77 1 en retraso. 

Hallar ci factor de potencia del circuito de la Fig. 7-3 1 . Se sustituye la resistencia de 6 ohmios por otra de 
mancra que el factor de potencia total sea 0,9 en retraso; ^cudl serd este nuevo valor dhmico? 
SoL f.p. = 0,8 en retraso; i? = 3,22 fi. 

En el circuito de la Fig. 7-32 el valor de la carga es Z = 5 + ^8,66 ohmios. Calcular el tanto por ciento de 
disminucitSn dc la intensidad total al anadir el condensador de -y20 ohniios de capacitancia en paralelo con la 

carga. Soi. 3S %. 

Hallar la capacidad C del condensador necesario para que el factor de potencia del circuito paralelo de la Fi- 

gura 7-33 sea 0,95 en retraso. Sol. C = 2S,9 }iF. 



~j20 



y8,66 ' 



Fig. 7-31 



Fig. 7-32 




Fig. 7-33 



7-38 Una fuente a 60 hertzios y 240 voltios de tension eficaz suministra 4500 voltios-amperios a una carga con un 
factor dc potencia 0,75 en retraso. Hallar la capacidad del condensador que ha de colocarse en paralelo con la 
carga para que el factor de potencia sea (o) 0,9 en retraso, (ii) 0,9 en adelanto. Sol. (fl)61J;^F; (6)2I2;iF. 
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7-39 En el apartado (o) del Problema 7-38, isu. que tanto por ciento disminuye ia intensidad de corriente? iExiste 
alguna reduccion mis en el apartado (£•)? Soi. 16,7%. No, la corrienie es la misma. 

7^ Trcb impedancias Z, = 20/30^ ohmios, Z, - i5/~Jf ohmioa y Z3 - 10,^ ohmios estan asociadas en pa- 

raldo con una fuenie de tension V = IQQ /-45^ voiiios. Dcterminar d triangulo de potencias de cada rama, 

asi como la suma de los tres para obtener el triangulo de potencias total. 

SoL P = 1904 W; Q ^ 22\ VAR en adelanto; S = 1920 VA; f.p. = 0,993 en adeianto. 
7-41 En el Problema 7-40 la fuente de 100 voltios summistra 1920 voltios-amperios, con un factor de poiencia 0,993 

en adelanto, a las tres ram as en paraK^lo del circuito- Hallar la intensidad de corriente total en el circuito. 

Sol. 19,2 A; en adelanto 6,62'' respscro de V, 
7-42 Una fuente de tension V = 240/ -3jO^ volfios alimenta tres mipedancias Zi = 25,;i5^ ohmios, Z^ = l5/-60^ 

ohmios y Zj = 15/90^ ohmios en paralclo. Determinar el triangulo de potencias para cada rama, asi como el 

correspondiente a la eombinaciin de los tres. 

Sol. P = 4140 W; Q - 1115 VAR en retraso; S = 4290 VA; f.p. ^ 0.967 en retraso, 

7^3 DHfrminar el trianeulo de ootencias total para las siguientes cargas; carga 1, de 5 kilovatios con un factor de 
potencia 0,8 en retraso; carga 2. de 4 kilo voltios-amperios con una poiencia Q de 2 kilovoltios-amperios re- 
act! vos, y carga 3, de 6 kilovoltios-amperios con un factor de potencia 0,9 en retraso. 
Sol. P = 13,86 kW; Q = 4,38 kVAR en retraso; 5 = 14,55 kVA; fp. = 0,965 en retraso, 

7-44 Determinar el triangulo de potencias total para las siguientes cargas: carga 1, de 200 voltios-amperios con un 
factor de potencia 0,7 en retraso; carga 2. de 350 voltios-amperios con un factor de poiencia 0,5 enretraso, y 
carga 3, de 275 voKios-amperios con un factor de potencia igual a la unidad. 
f^QJ p ^ 590 \ff''^ Q = 446 VAR en retraso; S = 740 VA; f.p. ^ 0,798 en retraso. 

7-45 Median te la conexion de unos condensadores se modifica e! factor de potencia de una carga de 300 kilovatios 
desde 0,65 en retraso a 0,90 en retraso. Caicular la potencia reacliva de los condensadores necesarios para ob- 
tener dicha modificacio n y el tanto por ciento en que dismin uye ia potencia aparente. Sol. 204 k V A R ; 28 /^. 

7-46 El factor de poiencia de una carga indusirial de 25 kilovoltios-amperios es 0,8 en retraso. En la planta se instala 
un grupo de resistencias de calefaccion con lo cual se eleva e! factor de poiencia a 0,85 en retraso. Hallar la 
poiencia activa instalada, Sol. 4,3 kW, 

7-47 Una carga de motores de induccion de 1500 vaiios y factor de potencia 0,75 en retraso se combina con la de 
un grupo de motores sincronos de 500 voltios-amperios y factor de potencia 0,65 en adelanto, Caicular la po- 
tencia reactiva de los condensadores a instalar para que el factor de potencia de los dos grupos motores sea 0,95 
en retraso. i.En que lanio por ciento disminuye la potencia aparente? Sol. 347 VAR; 6,3%. 

7^ El factor de poiencia de una cierta carga se corrige mediante 20 kilovoltios-amperios reaclivos de una asocia- 
cion de condensadores al valor 0,9 en retraso. Si la poiencia aparente que resulta es 185 kilovoltios-amperios, 
determinar el triangulo de potencias de la carga antes de la conexion. 
Sol. P ■■= 166.5 kW; Q =■ 101.0 kVAR eh retraso; f,p. = 0,856 en retraso. 

7^9 Una carga de motores de inducciosi con una potencia aparente de 2000 voltios-amperios y un factor de poten- 
cia 0,80 en retraso se combina con otra carga de 500 voltios-amperios de motores sincronos. Hallar el factor 
de potencia de estos motores sin'.ronos sabiendo que el factor de potencia total es 0,90 en retraso, 
Sol. 0,92 en adelanto. 

7-50 Una carga de potencia aparente de 65 kilovoltios-amperios con un factor de potencia en reiraso se conecta a 
un grupo de motores sincronos de 25 kilovoltios-amperios con un factor de poiencia 0.6 en adelanto. Hallar 
el factor de poiencia de la carga de 65 kilovoltios-amperios sabiendo que el factor de poiencia total es 0,85 en 
retraso. Sol, 0,585. 

7-51 Un transformador de 100 kilovoitios-ampenos trabaja al 80 % de plena carga con un factor de P<>^^^<^^f^^ 
en retraso. ^Que poiencia apareme de carga con 0.6 de factor en retraso se le puede anadn- sm sobrepasar la ple- 
na carga del transformador? Sol. 21,3 kVA. 

7-52 Un iransformador de 250 kilo vol lios-am peri os trabaja a plena carga con un factor de poiencia 0,8 en retra- 
so. Mediante una baieria de condensadores en paralelo se corrige el factor de potencia al valor 0,9 en reiraso. 
(fi) Hallar la poiencia rtdCtiva de los coudens'idores necesarios. (b) iQue potencia activa de una nueva carga se 
le puede ahadir sin exoeder el limite de la potencia aparente del transformador? 
Sal. 52,5 kVAR; 30 kW, 

7.53 Despucs de instalar ia bateria de condensadores del Problema 7-5, se anade otra carga con un factor de poten- 
cia 0.5 en reiraso. Hallar la poiencia aparente de esta nueva carga sin sobrepasar el limite de la potencia apa- 
rente del transformador Sol. 32 kVA. 
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Resonancia serie y paralelo 



INTRODUCCION 



Un circuito esU, o entra, en resonancia cuando la tension aplicada y la intensidad de corriente 
que circula estan en fase. En resonancia, pues, la impedancia compleja del circuito se reduce exclusi- 
vamente a una resistencia pura R. 

Como V e I estdn en fase, el factor de potencia de un circuito resonante es la unidad. 



RESONANCIA DE UN CIRCUITO SERIE RLC 

La impedancia compleja del circuito serie de la- Fig. 8-1 
es Z = /i + j{o}L - l/(i)C) = R + jX. Dicho circuito antra 
en resonancia cuando Jf = 0, es decir, cuando (oL = \/coC o 

bien a> = l/y/ LC — (Hq^ Ahora bien> cj = 2nf, con lo que 
la frecuencia de resonancia viene dada por 



I WV\A( ''000 "^ 



Fig. 8-1 



^^ 



'jfaC 



h = 



27rv/IC 



Hz (a c.p.s.) 



En la Fig. 8-2 (ij) se representa el valor de Z y el de sus tres componentes /i, Xi^ y Xc ^^ f uncion de 
la pulsacion o). Para to = gjo, las reactancias inductiva y capacitiva son iguales, y como |Z| - ^/R^ + X^ 
se deduce que Z — /?. Es decir, la impedancia de un circuito serie en resonancia es minima. En conse- 
cuencia, la intensidad de corriente, I = V/Z, es maxima en dichas condiciones. 




Fig. 8-2. Circuito serie: Valorcs de Z, e K en funcion de tu 

Para frecuencias inferiores a la correspondiente a atQ la reactancia capacitiva es mayor que la in- 
ductiva, con lo que el angulo de la impedancia es negative. Si la resistencia es pequena, la variaci6n del 
anguto con la pulsacion es mucho mas rapida, como indica la Fig. 8-2(*)- Cuando cu tiende hacia cero, 
el dnguto de Z sc aproxima a —90°, 
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Para frecuencias superiores a la correspoiidiente a o)q, la reactancia indiictiva es mayor que la ca- 
pacitiva, con lo que el anguio de Z es positivo, aproximandose a +90^ cuando m > m^. 

En la Fig. 8-2(6-) se represenia la admitancia del circuito serie Y - 1/Z en funcion de oj. Como 
I = VY este diagrama muestra, asimismo, la variacion de la intensidad de cornente con a), P^^^e ob- 
servarse que para la pulsacion to, la corriente es mixima y que en resistencias pequenas la intensidad de 
corriente es mayor. La curva de puntos representa el caso limite en que J? = 0. No se representa ei an- 
gulo de la admitancia, ya que es el opuesto (igual y de signo contrario) del angulo de la impedancia que 
muestra ia Figura 8-2(^). 



RESONANCIA DE UN CIRCIUITO PARALELO RLC 

El circuito paralelo de la Fig. 8-3 es un circuito ideal 
formado por tres ramas con elemenlos simpies R, Ly C, 
Sin embargo, el analisis de este circuito presenta un enorme 
interes en el estudio general de la resonancia. Este circuito 
paralelo ideal se puede reducir al circuito serie que acaba- 
mos de ver sin m^s que establecer la dualidad completa 
existente entre ambos. 



G % -jBi 



JBc 



Fig. 8-3 



La admitancia compleja del circuito paralelo de la Fig. 8-3 es Y = G + j{(oC - 1/wL) =G +jB, 
siendo B= Be- 5^, Be = o)C y Bi^ = l/o)L. Dicho circuito entra en resonancia cuando^J - U, es 
decir, cuando cuC = l/toL o bien to = 1/ 
cia de resonancia viene dada por 



/ZC = (Oq. Al igual que en el circuito serie RLC, la frecuen- 



/. - 



2rv/LC 



Hz (o cp.s.) 



En la Fig. 8-4(fl) se representa el valor de Y y el de sus tres componentes G, Be y B^, en funcion de w. 
Para to = (u., las susceptancias inductiva y capacitiva son iguales, con lo que Y = C?. Es decir, la adini- 
tancia de un circuito paralelo en resonancia es minima. En consecuencia, la mtensidad de comente, 
I = VY. tambien es minima en estas condiciones. 



Ai^» a 




Kig. 8-4. Circuito paralelo: Valores Ae Y, Z y tn funcion de w 

Para frecuencias inferiores a la correspondiente a cOo la susceptancia inductiva es mayor que la ca- 
pacitiva. con lo que el angulo de Y es negativo. En este caso, el dngulo de la impedancia es posUivo y 
se aproxima a +90= cuando w tiende a cero [vease Figura 8-4(c)]. _, 

Para frecuencias supenores a la correspondiente a Wo el angulo de Z es negatwo y su variacion 
con (o es mis rapida para resistencias elevadas. 
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RESONANCIA DE UN CIRCUITO PARALELO DEDOS RAMAS 

La admitaacia Y del circuito paralelo de dos ramas de la Figu- 
ra 8-5 es la suma de las admitancias individuaJes de cada una de ellas, 

Y = Yl + Yc = „ V^ + 




Rl-^JXl Rc~jXc 

Re \ .( Xq Xl 

+ J 





Rl + Xl Rl + Xl \Rl^-Xl R't + XlJ Fig.8-5 



El circuito entra en resonancia cuando la admitancia compleja sea un nlimero real. Es decir, XJiRl + 
^) = XJiRi + Xl), y 

-^{Rl + .IL') = .^L{Rl + lUlC') (1) 

Para conseguir la resonancia se puede actuar sobre cualquiera de las cinco magnitudes que aparecen en (i ). 
Despejando 0}q de la Ecuacion (I) resulta, 



"'o 



R'i-L/C 



, .,- {2) 

y/LC\Kl-LIC 

For tanto, la puUacion w^d^ un circuito resonante paralelo de dos ramas difiere de la correspondiente 



Rl - Lie 
Rl-L/C 



al circuito simple formado por los ires elementos R, Ly C en paralelo en el factor 

V Re 

La frecuencia es un numero real y positivo; por consiguiente, el circuito tendra una frecuencia 
de resonancia correspondiente a coq para Rl > L/C y Re > LjC o bien Ri < LjC y Rq < LjC Cuan- 
do Rl ^ Re = L/C el circuito entra en resonancia a todas las frecuencias. En el Problema 8-12 se aciara 
este importante caso especial. 

Despejando L de la Ecuacion (/) resulta, 

L = ^c[iRl+Xl) ± ^{Rl + Xlr - AR'X']^ 
o bien como Zc = yRc + ^c * 

Ahora bien, si en esta Ecuacion (3) Z^ > ^RlX^y se obtienen dos valores de L para los que el circuito 
entra en resonancia. Si Zq = ^RfXl el circuito entrari en resonancia para L = jCZc. Si Z* < ^RlXc 
no existe valor alguno de L para el cual se presente la resonancia del circuito dado, 
Despejando C en la Ecuacion {J) resulta, 

1 



C = 2L 



zl ± 4zU^iRlxl\ 

En este caso, si Z^ > AR^Xl habra dos valores de C para los que el circuito entra en resonancia. 
Despejando R^ en la Ecuacion (/) resulta, 



{^) 



Rl ^ ^m^LCRl - a.^L2 + L/C (5) 



y si despejamos R^ ' Re = ^Ui/{JLC) - MJC- + LIC (S) 

Si e) subradical de (5), o de (6), es positivo, existe un solo valor de ifj^, o de Re, para ei cual el circui- 
to entra en resonancia, 

FACTOR DE CALIDAD Q 

El factor de calidad de una bobina, de un condensador, o de un circuito en general se define por 

energia maxima almacenada 



Q = 2n 



energia disipada por periodo 
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En los circuitos de la Fig. S-6 y 8-7, la energia disipada 
por periodo es el producto de la potencia media disipada en la 
resistencta R{I^jj2f multiplicada por el periodo T o 1//. 

En el circuito serie RL de la Fig, 8-6 la energia mdxima 
almacenada es \U^^^. Por tanto, 



= 2, 



iU 



max 



{lL./2)R{l/f] 



R 



~R 



-mm <W^ 

R jaL 



Fig. 8-6 



En el circuito serie /JC ds la Fig. 8-7 la energia maxima 
almacenada es \CVl,^ o bien t^LM^C. Por consiguiente. 



Q = 2tt 



^im*x 






R 



l/j«C 



l^^c 



{lL./2)R{l/f) 



ttCR 



Fig.S-7 



En un circuito serie RLC en resonancia la energia almacenada es constante. Teniendo en cuenta 
que cuando la tension en el condensador es maxima la intensidad de corriente por la bobina es nula, 
y viceversa, ^CVi„ - i^/ix- Es decir. 






(0-(y/t 



La representacion grafica de la intensidad de corriente en un circuito serie RLC en funcion de la 
pulsacion, o de la frecuencia, es analoga a la correspondiente de la admitancia de la Fig, 8-2{c). En la 
Fig. 8-8 s'e representa la intensidad que circula por un circuito RLC en funcion de o o bien mediante 
un cambio de escala apropiado, en funcion de/. En el valor (Dq la intensidad de corriente lo es maxima. 
Se ban senaiado los puntos en los que la intensidad toma el valor 0J07 del maximo. Las pulsaciones 
correspondientes son cji y 002- 



h- 



0JQ1\(, 




rad/s 



Hz {o c.p.s.) 



Como la potencia consumida por el circuito es /^/^ para / = 0,707/o la potencia es la mitad de 
la que corresponde al valor maximo que tiene lugar en wq. Los puntos asociados a coi y wj se llaman 
puntos de potencia mitad. La distancia entre ambos puntos se mide en hertzios o ciclos por segundo 
(c.p.s,) y se llama ancho de banda AB. 

En estas condiciones, podremos expresar el factor de calidad por la relacion entre la frecuencia 
de resonancia y el ancho de banda; es decir (vease Problema 8-13), 



Qo = 



«,, 



«j-Wj 




u 



AB 



La pulsacibn de resonancia coq es la media geometrica de tui y tj^ (vease Problema 8-6): 

•^0 - V^2 y /o = VfJi 
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En resonancia, las tres ramas del circuito paralelo de 
la Fig. 8-9 aJmacenan una energia constante. Teniendo en 
cuenta que cuando la intensidad de corriente por la bobina 
es nddxima la tension en el condensador es nula, y viceversa, 
podremos escribir jL/^x = i^^^Lx- Es decir, 



Q. = 



R 



b>^L 



laJJR 



R: 



juL 



FJg. 8-9 



l/;«Ci 



LUGARES GEOMETRICOS DE IMPEDANCIAS 

El estudio de tos circuitos que tienen un elemento variable se simpliiica mucho mcdiante el anali- 
sis de los lugares geometricos de imped ancias, Como I ^ VY y, normalmente, V es constante, el lugar 
geometrico de Y proporciona la variacion de la intensidad I con el elemento variable del circuito. 

El circuito serie de la Fig. 8-10{aJ tiene una resistencia fija y una reactancia variable que podemos 
suponer toma valores cuaJesquiera, positives o negatives. Si consideramos el piano Z con los ejes car- 
testanos Ry X,el lugar geometrico de la impedancia Z, para el circuito dado, es una recta paralela al 
eje X que cor la al eje R en /?i, como indica la Figura S-lO{b). 



iX/ 



(a) 




{h) Piano Z 



Fig. fi.lO 



auEncnio Jt Xf- 



Lugar dc Y 




ducruznich <jr Xi_ 



(c) Piano Y 



En el piano Y, formado por los ejes cartesianos G y B^ podemos determinar el lugar geometrico 
de la admitancia. 
Como Z = 1/Y 



Ri + iX = 
Racionalizando e tgualando las partes reales de (7), 



G+jB 



ii) 



/?! == 



bien G^ - G/Ri -^ B^ = 

Sumando 1/4/it a ambos miembros de (2) y simplificando resulta, 

1 \* 



(2) 



(<^-2kT^^ = (mJ 



iS) 



Esta Ecuacion (i) representa una circUnferenCia, es decir, el iugar geometrico de Y es una circunferen- 
cia con centre el punto (1/2/? i, 0) y radio l/2Ri. [Vease Figura 8-10(c).] 
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A cada punto del lugar geometrico de Z le corresponde nn punto del lugar geometrico de Y. Los 
punlos del lugar de Z por encima del eje R se corresponden con los puntos de la semicircunferencia por 
debajo del eje G en el piano Y. A) punto + oo del lugar de Z le corresponde el origen del piano Y. Anilo- 
gamcnte, los puntos del lugar geometrico de Z por debajo del eje R se corresponden con los puntos de 
la semicircunferencia por encima del eje G en el piano Y. Al punto - co del lugar de Z le corresponde 
el origen en el piano Y. Conviene observar las posiciones relativas de Zj e Yj. Las distancias de Z^ e Yj 
a los origenes respectivos son distintas, mientras que los ingulos que forman con el eje horizontal son 
igliales y de signo contrario. 

En el caso de una reactancia inductiva fija y una resistencia variable, como indica la Fig. 8-1 1(a), 
el lugar geometrico de Z es una semirrecta horizontal situada en el primer cuadrante del piano Z a una 
distancia X = Xi^^ del origen. Por el mismo procedimiento que ante^ se obtiene la ecuaci6n del lugar 
geometrico de Y: 

G^ ^ {B + 1/2Xlj)* = (1/2XlJ* {4) 

El lugar geometrico de Y es, pues, una circunferencia de centre (0, - I/IX^J y radio I/IX^^ en el pia- 
no Yr[Vaase Fig. 8-1 1(c).] Sin embargo, como el lugar geometrico de Z, en la Fig. 8-11(6), es una se- 
mirrecta del primer cuadrante del piano Z el transformado del lugar geometrico de Z, para este circuito, 
es ilnicamente la semicircunferencia del cuarto cuadrante del piano Y. 




'-I 



Lugar de Z 



T^ — ^ 

' ^ / 



X 






¥^ ... 



B 




[b) Piano Z 



(c) Piano Y 



Fig, 8-11 
En el caso de una reactancia capacitiva fija enserie con una resistencia variable, como indica la 
Fig. 8- 12(a), el lugar geometrico de Z es una semirrecta horizontal situada en el cuarto cuadrante del 
piano Z a una distancia X = ~Xc, del origen. [Vease Fig. 8-12(i>).] Por. el mismo procedimiento que 
antes se obtiene la ecuaci6n del lugar geometrico de Y: 



G^ + (B- \l2Xc,f = {y2Xc,y 



(5) 



El lugar geometrico de Y es, pues, una semicircunferencia de centre (0, l/2A'c,) y radio 1/2^^^, 
situada en el primer cuadrante del piano Y. [Vease Figura 8-12(c),] 



T* ~^^<^\ 



[a) 



X 



— i-1 ::w. 



R 



Lugar de Z 
(6) Piano Z 



Pig. 8-13 
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Lugar de Y 
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ie) PUno V 
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LUGARES GEOMETRICOS DE INTENSIDADES DE CORRIENTE 

Considenemos el circuito paraldo de la Fig. 8- 13 (a) con una rama constituida por la resistencia J?, 
y reactanciayT^ fijas, y una resistencia R2 fija y reactancia -jXc variable en la otra. La admitancia total 
de las dos ramas en paralelo es 

Yr = Yi + Y2 

Sumando el lugar de Yj de la segunda rama al punto fijo Y, se obtiene el lugar de Y^, como muestra 
la Figura 8-1 3 (^). 



® 



*'■ Ri%\h ^2 ill* 




~)X. 





(a) 



Fig. 8-13 



(c) 



La intensidad de corriente viene dada por I = VY y, en la Fig. 8-1 3{c), puede observarse como 
a] sumar la intensidad fija Ii a la corriente variable l^ se obtiene el lugar geometrico de la intensidad 
total. Este diagrama muestra que existen dos valores de C para los cuales la intensidad de corriente total 
est^ en fase con la tension V, 

Examinando la Fig. 8-13{c) se desprende como se puede dar el caso de que no exista ningiin valor 
de C para el que el circuito entre en resonancia. Si e! radio, IjlRi, de la semicircunferencia del lugar es 
tal que la curya no corta al eje V, no existiri ningiin valor de C que produzca resonancia. En los pro- 
blemas que siguen veremos mis aplicaciones de estos diagramas de lugares geometricos. 



Problemas resueltos 



8-1 En un circuito serie RLC, /? = 10 ohmios, L = 5 milihenrios y C ^ 12,5 microfaradios. Deducir 
la variacidn del modulo y del argumento de la impedancia del circuito en funci6n de oj en el in- 
terval© 0,8cao a l,2ajo. 

En resonancia, 

w - <.>o = V^fLC " l/V(BxlO-a)(12j5xiO-«) = 4000 rad/fr 

Jf^ - t^^L ~ 4000(5 X 10-5} = 20 Q 
Xc^ - l/*ioC = 1/(4000 X 12,5 X 10-") = 20 fi 
Entonces. Zq = J? + j(:y^ - Xc^) = 10 + ;(20 ~ 20) = 10/0^ 

Ahora bien, Xt^ = <s>Ly Xc^ \joiC, con lo que XJX^^ = oo/wo y XclX^^ - oijcu. Por cotisiguiente, po- 
dremos calcular los valores de X^. Xc y Z para oiras frecueocias. 

En ta Fig, t-\A{a) se da una labia de reactancias e impedancias, y en la Fig. 8-14(6} se encuentra el diagrama 
pedido. 
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(a) 



3200 3600 <000 4400 4800 " '"'^'" 

m 



FiK.S-I4 



8-2 Al circuito serie del Problema 8-1 se le aplica una tensi6n V = 100/0" voltios. Hallar la caida dc 
tension en cada elemento para ca = 36(X), 4CM)0 y 4400 radianes por segundo. Trazar los diagraraas 
fasoriales de tensi6n para cada una de las frecuencias. , 

Para w = 3600 rad/s, I = V/Z =* (JO0/£ }/{10>8 /-22,8" ) = 9.26/22>8" . Entonces, 

Vji = 9,26/22,r (10) = 92>6 /22,8^ , V^ =^ 9,26/22.8° (18^ ) = 167 /112,8° . 

Vc = 206 /- 67.2°. 

Para w = 4000 rad/s, I = (100/0^ )/(lO/0^ ) = 10/0^ . EntonGCs^ 

V, = lOO^ , V^ = 10/0^ (20/90° ) = 200/90^ , V^ = 200 /^^90° 

Para o = 4400 rad/s, I = (100/0^ VaQ.7 /20,S^ ) = 9,34/- 20,8^ . Entonces. 

Vji = 9.34 /- 20.8° (10) = 93.4 /- 20,8^ , \^ = 9,34 /- 20,3" (22/90^ ) = 206 /69.2° . 

Vc = 170 /- 1 10,8^ 

En la Fig. 8-J 5 se rcprcsentan los trcs diagramas fasoriales de tension. Observese que eJ m&dulo de la teit- 
sitin en cada dcmento rcactivo de un circuito serie proximo a la resonancia puede ser muchas veces superior 
aJ de la tensi6n apUcada. 




100 



V = too^o' 



•^J 



V = 100/0° 



200 



Vl 
2O0 




(a) v-3600 



(6) cj-4000 
Fig. 8-1$ 



(c) u=^4400 



»-3 La frecuencia de la tension aplicada a un circuito serie de /i = 5 ohmios, L = 20 milihcnrios y 
una capacidad variable C es/ = lOOO hertzios. Hallar el valor de C para la resonancia serie. 

En resonancia, las reactancias inductiva y capacitiva son iguaks, 2iifL — \l2nfC, For tanto. 



C == 



L(2ff/)= 



(20 X 10-3)(2ff X 1000)2 
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M A un circuito sene de R ^ 5 ohmios, C = 20 microfaradios y una bobina de autoinducci6n va^ 
nable L se le aphca una tensi6n V = 10/0! voltios con una pulsacion igual a 1000 radianes por 
segundo. Se ajusta el valor de L hasta que la caida de tension en la resistencia sea maxima Hallar 
las caidas de tension en cada elemento, 

Como V„ = RI, la caida de tensidn mixima en la resistencia tendri lugar en resonancia, esto es cuando 
la intensidad de cornente es mixima. En estas condiciones, la* reactancias ban de ser igualesfpor consiguiente, 

^^ = ife " I000{20 X lO-e) = ^0 ^ ^. -son 

y Z = R = 6/0^. Ahora bien, I = V/Z = (10/0^ )/(6/0^) = 2/0^ con lo que 

Vr = 2Z0^(6) = 10/0^, Vi = (2/0°)(50/90°) = l&0/90° y Vc = 100 /-90O 

8-5 Hallar la frecuencia de resonancia, asi como los valores de las frecuencias de media nott^nri^ de 
un circuito serie RLC en el que R = 100 ohmios, L - 0.5 henrios y C = 40 microfaradios. 

Wo = 1/^/iC = 1/V0.5(40 X 10-^) - 224 rad/s. con lo que /<, = tOo/2rt = 35.7 Hz (o c.p.s.). 

A la frecuencia inferior de media poteacia, toj, la reactancia capaciiiva es mayor que la indueiiva la in- 
temidad de cornente es 0,707 de su valor miximo, y como I = V/Z, |Z| serd 1,414 veces su valor para (u'= a>o 
Ahora bicn, Z = 100 para w = tuo, con lo que \Z\ = 141,4 ft para (o = at^. For consiguiente, Z = 100 - 
Mc ~ ^l) ^ 141,4^, de donde cos & ^ RjZ ^ 100/141,4 ^ 0,707, B = -45°, Por otro iado, 

Xc- Xi^ = R o bien l/ujC - a^L = R (j) 

Sustituyendo en (7) los valores dados y despejando Oi resulla €0i = 145 rad/s y/i = 145/2ff = 23,1 Hz (o c.p.s.). 
A la frecuencia superior de media potencia, a>j, la reactancia inductiva es mayor que la capacitiva IZl sieue 
valiendo 141,4 fl y e = +45°. En estas condiciones, 'lie 

Xi^~ Xc = R o bien uaL — l/w^C = R (j) 

Susiituyendo valores en {2) y despejando w^, resulta cu^ = 345 rad/s y /i - 55 Hz (o c.p.s.), Ahora bien, como 
<Of^ es la media geom^trica de (Oj y cuj, 

wq = Vul^ = ^145 X 345 = 224 rad/a 

8-< Demostrar que la pulsacion «>o de la frecuencia de resonancia de un circuito serie RLC es la media 
geometrica de las frecuencias inferior y superior de media potencia, w^ y m^, respectivamente. 

Como hcmos visto en el Problema S-5, l/a>iC - gj^L = R para o),, y tOjL - l/co^C ^ R para o,. Por 
tanto, 

1/WjC - o>jL = flj^L - l/tOjC (;) 

Multiplicaodo por C y sustituyendo tag = 1/IC en (7) se obticnc 

I/4J, - «j/uo = wj/wj - l/"3 o bien l/^ + l/^a ^ (uj + ugV^^ 
de donde u^^ = yMjU2. 

8-7 La tensibn aplicada a un circuito serie con R ^ 50 ohmios, L = 0,05 henrios y C = 20 microfa- 
radios es V =:= 100/0^ voltios a una frecuencia variable, Hallar la tensidn maxima en la bobina 
al variar la frecuencia. 

El mddulo de la impedancia en funci6n de oj es Z = ^R^ + (toL - l/tuCf. Por tanto, ei modulo de la 
intensidad de corriente es 7 = V/^/R^ + {taL - 1/eoC)^. 
H) m6dulo de la tensidn en L es 

Hallando la derivada dVi/doi en la ccuaci6n (/), igualdndola a cero y despejando el valor de (o, se deduce dicho 
Q> para el que Vj^ es m&ximo. 

-^ - ^«LV(fla + uiiLi - 2L/C + l/»^Ci)-ifi 

^ (i£^ + «»L8 - 2X,/C + l/.^ca)t/''LV - ^LV^jR^ + ^^L^ ^ 2L/C + l/«.^)-i/a(2»L' - 2/«3C?) 
~"^^ ija + ««La - 2L/C + UbfiO 
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Sacando factor comun LV{R^ + ai^L^ — 2L/C + 1/cu^C^)" "^ en (2), e igualando a cero el numcrador rcsulta la 
ecuaci6n 



i?2 - 2L/C + 2/w2C2 - 



de donde 



V 



2LC - RK^ 



1/VIC^ 



mc/L 



Ahora bicn, como Co = oioL/R = l/cooC/?, ^^ = LjR^C; sustituyendo en (J) 
Sustituyendo los valores dados en la ecuaci6n [3), 



(*) 



U) 



.05K20 X 10-«> - (50 X 20 X 10 -«)^ 



= 1414 rad/a 



Esdecir,.\rj: = wl = 1414(0,05) ^ 70,7^, ATc = 1/toC ^ 1/(1414 x 20 x 10"*) = 35.40 yZ = 50 +j(70,7 - 
35,4) = 50 + y35,4 = 61,2 /35,3° 11. Entonces, / = VjZ = 100/61,2 = 1,635 A y 

^«m..)= 1,635(70,7)= 115,5 V 

La ecuaci6n [4) indica que para Q grande, la ten^6n maxima en L ocurre cuaado <^^ % Xfy/lX^. Para va^ 
lores grandes de Q ias tensiones m^ximas en ii y C $e obtienen para co = coq. Para valores peque&o& de Q, Vq 
es m^ima por debajo de 0)^ y Vi, lo es par encima. (Vease Problema 8-28.) 



8-8 El circuito de la Fig. 8-16 representa la conexi6n en paralelo 
de un condensador y una bobina, siendo Ri^ la resistencia 
ohmica de esta Ultima. Hallar la frecuencia de resonancia 
del circuito. 

La admitancia total del circuito es 



liuL 



ViuC 



jf X ■" 



Ki + ji^L 



+ j«C 



«i 






Fig. 8^16 



En resonancia, ta parte imaginaria es cero; por tanto, 



= WqC 



de donde 



<*>o ^ 






Si la resistencia de la bobina es pequefia comparada con o^qL^ fa frecuencia de resonancia viene dada por 



8-9 Hallar la pulsacidn ojq de la frecuencia de resonancia del cir- 
cuito de dos ramas en paralejio representado en la Fig. 8-17. 
Si sc aumenta el valor de la resistencia dc la rama RC, icuil 
serd el vator mdximo para el que puede existir resonancia? 



An 



^R^ -L/C 



Wo = 



1 



1 JO >jF 



en 



I ciiH 






- 10-V(20X 10 -fl) 



Fig, 8-17 



\/lO-a X20 X 10-6 ^j 42 ■" 10-V(20 X 10^0) 

= 4540 rad/s 

El valor del numerador del subradical es 36 - 50 = - 14. For tanlo, dicho subradical tienc una raiz real 
si el denominador es negativo, es decir, si R^ < L/C o bien Tf^ < 7,07 fi. Cuando Re ticnda a 7,07 Q, la pulsa- 
cidn coq ticnde a ir\finito- 

Si to que se aumenta es el valor de Ri_, la pulsacion a)o tiende hacia cero cuando Jtj, se aproxima a 7,07 O. 
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8-10 HaJlar los valores de L para los que la pulsacion de la fre- 
cuencia de resonancia del circuito de la Fig. 8-18 es oj = 5000 
radianes por segundo. 



La admitancia total es 
1 



Y = 



+ 



1 



2 + jXj^ 5~;10 




-jio 






l) 



Fig. 8-18 



Igualando a cero la parte imaginaria, 

10/126 = XJ{4.^Xi) obi«n Jf^ - 12,e;C^ + 4 = 

Las raices de (7) son Jr^ = 12,17 y JT^ = 0,33, Sustituyendo estos valores en la expresion A'^ = a>L, 
las condiciones d« resonancia dd circuito, L = 2,43 mH y L = 0,066 mH. 



il) 

se obtienen 



8-11 Hallar el valor de C para el que entra en resonancia el cir- 
cuito de la Fig. 8-19 con 60 = 5000 radianes por segundo. 
1 1 



Y - 



+ r 



|;8 



8 + ;6 ' 8,34 -jA*(; 

En rtsonancia, la admiiancia compleja es un numcro real. Por tanto, 

Xc/i69,5 + JTJ) = 6/100 y X^ - l6,7Xc + 69.5 = 
de donde Xc = 8,35 fl. Sustituyendo este valor en X^ =^ l/oiC y despejando C resulta C = 24 jtF. 



Fig. 8-19 



8-12 Hallar el valor de R^ y Re que hacen entrar en resonancia 
al circuito de la Fig. 8-20 cualquiera que sea la frecuencia. 

La pulsaci6a de la frecuencia de resonancia del circuito es 



[^L 



«(t 






~ L/C 
L/C 



2 mH 



lir 



,ita i,F 



en donde Oq puede lomar cualquier valor siempre Rl = R^ = L/C. 
Como L/C = (2 X 10-*)/(80 x 10"*) = 25, 



Fig, 8-2« 



Rl - Re = ^26 = 60 
Se deja como ejercicio comprobar este resultado para valores de oi comprendidos entre 2500 y 5000 rad/s. 

8-13 Demostrar que en un circuito serie RLC el factor de calidad Qo = (OqL/R = fo/AB. 



A las frecuencias dc media potencia la reactancia es igual a la resistencia. 

A la frecuencia inferior de media potencia la reactancia capacitiva es mayor que la inductiva. Por tanto, 



l/ZirfiC - 2irfiL = R de donde /^ ^ R + VR^ + 4 L/C 

A la frecuencia superior de media potencia la reactancia inductiva es mayor que la capacitiva, Por tanto, 



2r/jL - l/2v fiC = R de donde /j = 



R + y/R^ + 4.L/C 



4wL 



Como AB = f2 -fit el ancho de banda es AB =■ R/lnL. En resumen, 

Qo = /o/AB - 2^ffiL/R ~ ^qL/R 
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8-14 Hallar el valor <Jel factor de calidad Qq de un circuito serie con /? = 20 ohmios, L = 0,05 hen- 
rios y C - i microfaradio utilizando cada una de las siguienles expresiones para Qq : (aoL/R, 
l/oi^CR y fJAB, 

U pulsaci6n de la frecuencia de resonancia es (i^o =^ XIJlC = 1/^0,05 x 10"* = 4470 rad/s, con lo 
que /o = (HqJIk = 712 Hz, pgr lanto, 

Co = oioLl^^ = 4470(0.05 )/20 = 11.2 

o bien Go = M(i>aCR = 1/(4470 x IQ-*- x 20) = 11,2 

En el Problema 8-13, para la frecuencia inferior de media potencia, l/2n/iC - 2?r/,L = R. Sustiiuyendo, 

llilnf, X 10-*} - 2n/i(0.05) = 20 y h= 6S1 Hz 

Para la frecuencia superior de media potencia, Inf^L - XjlnfjC = R. Susiiiuyendo, f^ = 745 Hz. 

For consiguicntc, AB ^ (745 - 681} y, entonccs, 

Go =/o/AB = 712/(745 - 681) = 11,1 

8-15 Obiener el lugar geometrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Figu- 
ra 8-21 (a) que tiene una reactancia inductiva variable Xi^. 

Ei lugar geomarico de Y es una scmtcircunferencia de radio r = 1/2^ = 0,1, como indica la Figura 8-2J{6), 



fiO/Qo (^ I 



JX^ 





♦-V 



(a) 



{b) PtanoY 
Fig. 8-21 



(cj Lugar de 1 



En estas condiciones, el lugar geometrico de la intensidad de corrienie se obtiene de la expresion I = VY, 
en donde V = 50/0° voltios. El lugar geomitrico de la intensidad ea anilogo al correspondiente de Y y tiene 
un valor miximo de 10 A cuando X^ = 0. [Vease Figura 8-21 (f).] 

8-16 Obtener el lugar geometrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Figu- 
ra 8-22(a) que tiene una resistencia variable R y una reactancia capacitiva fija. 

El lugar geomeirico de Y es una semicircunferencia de radio r = l/2^c - O.i' co™^ '*^^^^^ ** Figura 8-22(6). 



50^ 



©t 






(1> 



{b) Piano Y 

Fig. 8-22 



(r) Lugar de [ 



El lugar geometrico de la intensidad de corriente se obtiene de la expresibn I = VY, en donde V 
voltios. U intensidad liene un valor mdximo de 10 A para R = 0. [Vease Figura 8-22 (c).] 



*- V 



= 50/0' 
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8-17 HaiJar el vaJor de R^ para el que existe resonancia en el circuiio de la Fig, S-23(a), Trazar el lugar 
gcometrico de Y y explicar los resultados obtenidos. 

La admitancia total es 

Rl + }10 4";6 \^Rl+ 100 4i; ^ ^(^41 fl^ + iqqJ 

En resonancia, la parte imaginaria de Y debe ser nula, esdecir, 5/41 ^ 10/{RI -t 100), de donde Rl = - 18. 
Por Unto, no existe ningtin valor de ^^ que de lugar a resonancia. 




0.122 - 



-)S 



022 -- 




(a) 



{b) Lugar de V,^ 



Pig. 8-23 



La admitancia de la rama fija es 1/(4 - j5) = 0,0976 + yO,I22. El radio de la semicircunferencia corrcs- 
pondientc al lugar geonufetrico de esta rama variable es r = l/2A^j^ ^ 1/20 = 0,05, con lo que su diametro es 
0,10. Como la susccptancia capacitiva de la rama fija es 0,122, el lugar gcometrico de la rama variable no corta 
al cje real y, en consecuencia, no es posible el fenomeno de la resonancia. 

**18 Trazar el lugar gcometrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Fig, 8-24(i3) 
y hallar el vaJor de Re para el que la diferencia de fase entre V e I sea de 45''. 

La admitancia de la rama fija es I/7i =^ 0,1 U. EJ radio de la scmicircunferencia del lugar gcometrico de 
la rama RC t$ r = I/IX^ = 1/8 = 0,125. [Vease Figura 8-24(A).] 



10 




0,l3i 



-;J 





0.10 l = a!V 

(a) {b) Lugar de Y,^ (c) Lugar de 1^ 

Fig. 8-24 

En la Fig. 8-24(c) se observa que la intensidad esta adelantada respecto de la tensi6n un dt^gulo de 45*" en 
et pun to indtcado. Las partes real e imagtnaria de Yj deben ser tguaJes. Como 

Re 

* + 



Yt = 



(«•' + SFTi) - <5rTTi> 



0,1 + 



iSr 



H^-f 16 



R%+ 16 



de donde Re ~ 20 
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8-19 En el Problema 6-18 se ha estudiado el circuito de 
ta Fig. 8-25. Se obmvo que el valor absolute de 
V^B es constante c igual a V^^ = {V,y que el fasor 
V^B est^ retrasado respecto de la tension aplicada V 
un ^ngulo le, sietido Q = arc tg loLlR. Represen- 
tar grdficamente estos resultados. 

En la primera rama, Z = 2/i, Y - i/2/i y la intensidad 
de corriente es I^ = V/2/i. La caida de tension en la resis- 
tenda e^ 

v^ = r/? - v/2 




(a) 



(6) 



Fig. 8-25 



UR 



N 



A 



-•- V 



-»4V 



El diagrams fasorial de la Fig, 8-26 muestra las ten- Fig. 8-26 

itinne<i V .« V V.^^ siendo A el punto medio de V. „ , , 

El lu^ar geo^etnco de ia admitancia Y de la segunda rania es una semicircunferencia. For tanto. el ugar 
o..r.exr\a. de la intensidad de corriente es, asimismo, una semicircunferencia como representa la Fig 8-27(^). 
In'd dia'^ama fasorial de tensiones aparece la caida de tension en la bobina, V.., y '^l^''^^^^^^^^^^^ 
V , La ^nsi6n V es la suma de ambas caidas de tension. Observese que I, csta reirasada 90 respecto de V^,. 






<b) 



Fig. 8-27 



Fig. S-ZS 



Las tensiones V,, y V.. .on siempre perpendicnlares. cualquiera que sea el valor de I. Al variar L derfe 

" '1 ,rFi S' « han u".o 1« dos dia'^mas fa.orial« de 1« Figs. 8-26,*) y '-^^W;^^ P"=f « X 
ciar , "cl radio de la semid^unferencia e. V.„ que vale i Vy que pennanece constant enmddulo. Adcmis. 
el ingulo 4, de reliaso de V« respecto de V es igual a 29, en donde 6 = are Ig o>LIR- 

8-20 El lugar geomarico de la intensidad de corriente total que circula per un circuito Paralelo de 
dos rfm Jse ha representado en la F.g. 8-29. Determinar los elememos de cada rama especficando 
que elemento es variable. 






Fig. 8-30 
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En d punlo inferior de la semicircunfercncia la intensidad de corriente que circula por la rama variable es 
nula. Por tanto, en cste punlo la corriente total circularia enteramente por la rama 1 cuyos elementos son fijos. 
Ahora bicn, csla corriente esii retrasada respeclo de la tension, con lo que la rama fija debcra contener una re- 
sistencia R^ y una bobina L^. 

La semicircunfcrencia del lugar gcomctrico de la intensidad que circula por la rama 2 indica que la corrien- 
te esti en fas€ con la tcnsi6n en su valor mix i mo. En I05 otros puntos del lugar, I^ csta retrasada respecto 
de V, Por tanto, la rama 2 contiene uoa resistencia R^ V ^^^ bobina de autoinduccion variable L^, como se in- 
dica en la Figura 8-30- 



Problemas propuestos 



8-21 La tcnsibn aplicada al circuilo serie RLC de la Fig. 8-3 ! es u = 70 J sen (500/ + 30'') voltios y la intensidad de 
la corriente que circula vale / = 2,83 sen (500/ + 30") amperios. HaJlar los valores de J? y de C. 
Sol. R = 25n\ C=8fiF. 



©t 



0.5 K 








FifrS'Sl 



FiB*8-3Z 



ft-22 En el circuito de la Fig, 8-32 la impedancia de la fuente es 5 -h j3 ohmios y su frecuencia 2000 hertzios. iPara 
que valor de C la poter^cia disipada en la resistencia de 10 ohmios es mixima? 
Sot. C = 26,6 /iF; P^ 111 W. 

8-23 El ingulo de fase de un circuito serie RLC con L ^ 25 milihenrios y C = 75 microfaradios a la pulsacirin 
o) = 2000 radiancs por segundo es de 25^ en retraso, i A que pulsaci6n el dngulo de fase cs de 25° en adelanto? 
Hallar o}^. Sol. w - 267 rad/s; (n^ - 730 rad/s. 

8-24 La tension aplicada a uti circuito serie RLC con L - 0,5 henrios es i^ = 70,7 sen (500 + 30^) voltios y la inten- 
sidad de la corriente que circola vale / = 1,5 sen (5000 amperios, Hallar los valores de /? y de C. iCual seri 
la pulsaci6n (o^ de rcsonancia del circuito? SoL R = 40,8 il\ C — 8,83 fiF; oj^ ^ 476 rad/s- 

8-25 A un circuito serie con R = IQ ohmios. L = 0.2 henrios y C = 40 microfaradios se le aplica una tension de 
frecuencia variable. Calcular las frecuencias/i,/o y/2 a las que la corriente estd, respeclo de la tension, adelan- 
tada y retrasada 30"", eri fase, rcspectivamentc. Soi. f^ = 54,0 Hz;/^ - 56,3 Hz;/2 = 58,6 Hz (o c.p.s.). 

8-26 El dngulo de fase de un circuito serie ALC con /? = 25 ohmios y L — 0,6 henrios a una frecuencia de 40 hertzios 
cs de 60"* en adelanto, Hallar I3 frecuencia de resonancia de! circuito, SoL f^ = 45,4 Hz (o c,p,s.)^ 



8-27 En el circuito serie de la Fig. 803 se varia la frecuencia hasta que 
la tension en el condensador sea tnixima. Si la tension eficaz aplica- 
da es de 100 voltios, calcular la tension mixima en el condensador 
y la pulsaci6n a la que tiene lugar. 
5^/. I^c = 115,5 V; a> = 707 rad/s. 

8-28 El factor de calidad del circuito serie del Problema 8-27 es, como 
se ha visto, Qq = ojqL/R = 1. Tomando el valor /! = 10 ohmios, 
con lo que Qo = 5, hallar la pulsacion a la cua] la tensi6n en el 
eoncicrifiador es maxima , Rcpctir el problema para R^ 5 ohmios. 
Soi a) = 9^0; ^98 rad/s. Nota. Para Qo S 10 se puede suponer 
que las Censiones mdximas tu R, L y C ocurren lodas a la 
frecuencia de resonancia /q o pulsacidn clp^. 






^0 



50O 



0.05 H 



:o kF 



Fir, 8-JJ 
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8*29 Para poner de manifiesto el efecto eld factor de calidad Q sobre el modulo de ta mtensidad de corriente a fre- 
cuencias proximas a la de resonancia trazar las graficas de variacion de Y con respecto a clp para los siguienies 
circuitos: Circuito \\ R — S ohmios, L — 0,05 henrios y C = 20 microfaradios. Circuito 2: J? = 10 ohmios, 
L = 0,05 henrios y C = 20 microfaradios. 

S-30 En el circuito paralelo de la Fig. 8-34, L = 0,2 henrios y C = 30 microfaradios. Hallar la pui&acion de reso« 
nancia si /i^^ = y compararla con la que resulta para J? = 50 ohmios. 5^/. <Dq = 408; Oq - 323 rad/s. 






Ttl 



J mH 



:ti pF 




10 






Fig, 8-34 



Fig. 6-35 



Fig, 8-36 



8-31 Hailiir ta frecuencia de resonancia /o del circuiro paraielo de la Figura 8-35, 
SoL f^= 159 Hz (o c.p.s.}. 

8-32 En el Problema 8-31. ip^rz que valor de una resistencia que se colocara en serie con el condensador resullan;. 
una frecuencia de resonancia de 300 hertzios? Sol. R^ = b CI. 

8-33 Hallar el valor de Ri^ para el que el circuito paralelo de la Fig. 8-36 entra en resonancia. 
Sol. R^ - 12,25 fi. 

ft-34 i^Para que valor de X^ entra en resonancia el circuito paralelo de la Fig. 8-37? Trazar el lugar geometrico de Y 
y explicar el resultado. 




-jlO 



2,94 
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Fig. 8>37 



Fig. 8-38 



8-35 Haliar el valor de He P^i^^ ^l ^^^ ^1 circuito paralelo de la Fig, 8-38 entra en resonancia. Trazar el lugar 
geometrico de Y y explicar el resultado. 



Sol. Re - 0. 



8-36 El circuito paralelo de la Fig, 8-39 entra en resonancia para X^ = 9,68 ohmios y A'c = 1 >65 ohmios. Determinar 
el fasor inlensidad de corriente total para cada valor de la reactancia capaciliva. 
SoL 1,83/0^ A; 3,61/0^' A. 
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Fig. 8-39 



Fig.8-« 



8^37 ^A que valor de Re enrra en resonancia el circuito paralelo de la Figura 8-40? SoL Re = 6 0. 



CAP- 8] 



RESONANCIA SERIE Y PARALELO 



97 



8-38 La tension aplicada a un circuiio scrie formado por una reactancia inductiva fija A^^ = 5 ohmios y una resisten- 
da variable J? cs V = 50/0° voltios. Trazar los lugares geomeiricos de Ea admitancia y de ia intensidad de co- 
rriente. 

8-39 A un circuito serie formado por una resistencia fija /? = 5 ohmios y una capacidad variabie C se le aplica la icn- 
si6n V - 50/0° vpltios. Trazar los lugares geometricos de la admitancia y de la intensidad de corriente. 

8^ En cl circuito paraleSo de la Fig. 841 la autoinduccion de la bobina puede variar sin limites. Trazar el lugar geo- 
mctrico de la admitancia y dcmostrar que no es posiblc la resonancia. 
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Fig. 8*41 
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Ftg.S-42 



Fig. 8-43 



Ml El circuito de la Fig. 8-42 entra en resonancia para dos valores de la capacidad del condensador C a )a puJsa- 
Ci6n at = 5000 radianes por segundo. Calcular ambos valores de C y trazar el lugar geometrico de la admitancia. 
Sol. 20,6 fiF', 121 AF- 

8-42 En el circuito paralelo de la Fig, 8-43 la intensidad de corriente I^ esta retrasada respecio de la tensi6n aplicada 
un ingulo de 53,1^ cuando R = Q,SiR^ o:> (circuito abicrtoj. Ir adelania d mismo angulo respecto de la ten- 
sion. Trazar el lugar geomdtrico de la admitancia y cxplicar cl resuttado. lA que valor de R cntrarld en reso- 
nancia el circuito? Sol, R = 6,25 d. 

{M3 Hallar el valor de R para que cntre en resonancia el circuito paralelo de la Fig. 844 y trazar e! lugar geo- 
metrico de la admitancia e*plicando el resultado. 

8^44 En el Probiema 8-43, iquk cambio en la reactancia inductiva hace posibie la entrada en resonancia para algiiin 
valor de la resistencia variable ii? Soi. Xi^ ^ 8,2 fl. 

8-45 Hallar el valor de R para el que entra en resonancia el circuito paralelo de la Fig, 8-45 y trazar el diagrama 
de su lugar geometrico, SoL /? = 5.34 fi. 
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Fig. S-44 



Fjg. S-45 



Fig, 8-46 



8^ En el circuiio paralelo del Probiema 8-1 1 se conseguia la resonancia variando la capacidad de C. Mediantc el 
diagrama del lugar geometrico de la admitancia explicar por que se obtuvo un solo vaior de C en lugar de dos 
para la resonancia. 

8-47 El circuito paralelo de la Fig. 8-46 se consigue entre en resonancia variando el valor la autoinduccion L de la 
bobina. Construir cl diagrama del lugar geometrico de la admitancia y determinar los valores de L para la re- 
sonancia si to = 5000 radianes por segundo. Sol. L = 2,43; 0,066 mH. 

8h48 En el diagrama del lugar geometrico de b admiiaflcia del Probiema 8-47 hallar el valor de L para cl cual la 
intensidad de corriente total es minima. iCual seri el modulo de esta intensidad si el valor eficaz de la tens.6n 
aplicada cs 100 voltios? Soi, L = 2,95 mH; /r = 5.1 A. 
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S^ 



8-50 



8-51 



En d ProbJema 8-47 aplicar una tension V = 150/75^ voltios 
y obtener Ij- para cada vaJor de L que originc ia^ntrada en 
resonanda del circuito, 
Sol, Ir = 7,98/75^ ; 78,9/75^ A. 

En el circuilo de fase variable de la Fig. 8-47 ia fase de la 
tension V^^ puede variar desde 10'' hasta 170^' en retraso. A la 
frecucncia d^ 60 hcrtziog, ^cudl sera el margen de variacion 
de /i, que produce Ja cjtada variacion de fase? 
Sol. 46,4 a 6O80 H. 
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En qada una de las Figs. 8'4S(«), (i) y {c) st encuentran los diagramas de los lugaies geomeiricos de las inten- 
sidades de corriente total dc tres circuitos que coniienen un elemento variable cada uno. Obtener e: circuito a 
que corresponde cada uno de el los. 




Fig. S>4i 




Lugjif dc 1^ 




8-52 



8-53 



Soi. (a) Un circuito paralelo de dos ramas. Rama i: R y X^ fijas; rama 2: /? fija y X^ variabJe. 

(b) Un circuito paralelo de ires ramas. Rama ]'. RyX^ fijas; rama 2; A'^ fija; rama 3 : ^f fija y X,^ variable. 

[c) Un circuito paralelo de dos ramas. Rama I: R y Xc fijas; rama 2: X^ fija y R variable. 



D^tertninar el circuito correspondiente al lugar geometrico 
de intensidad de corriente represeniado en la Fig. 8-49 sa- 
biendo que o) = 2000 radianes por segundo. 
Sol. Rama \: R= 7.07 fi; I = 3,54 mH. 
Rama 2: J? = 7,07 Q, C = variable. 



■»■ V = uo/iO'* 



Fig. 8-49 



En la Fig. 8-50 se encuentra e! diagrama del lugar geometrico de la intensidad de corriente que circula por un 
circuito paralelo de dos ramas, iQxit cambio en la rama RL hace que el punto A sc encuenire sobre el fasor 
tensidn? Sol. ^^ = 5,78 Q. 




Fir 8 so 



Lugar dc If 



V = tW^ 




Fig. 8-51 



8-54 En ia Ftg. 8-51 se encuentra el diagrama del lugar geometrico de ta intensidad de corriente que circula por un 
arcuilo paralelo de tres ramas, Determinar todas las constantes del circuito sabiendo que to = 5000 radianes 
por segundo. 

Sof. Rama I: R = 8.05 Q. L ^ 0,423 mH. Rama 2: R ^ 4,16 O; C == 27,7 /jF. Rama 3; L = 2.74 mH y 
R variable. 



Capitulo 9 



Analisis de un circuito por el metodo 
de las corrientes de malla 

INTRODUCCION 

Las fuenies de tension en un circuito electrico originan unas corrienfes en las ramas que, a su vez. 
dan lugar a unas caidas de tension en los componentes de las mismas. Resolve r un circuito c'onsiste en 
hallar las intensidades, con su sentido de circulaci6n, en cada una de aquellas ramas o bien determinar 
las caidas de tension en cada uno de dichos componentes. 



METODO DE RESOLUCION POR LAS CORRIENTES DE MALLA 

Para aplicar este metodo se eligen, en primer lugar, Jazos cerrados o maJlas, asignandoles una co- 
rrienle electrica. Estos lazos o mallas se Daman corrientes ciclkas de Maxwell o simplcmente, corrientes 
de malla, como se representa en la Fig. 9-1. Acto seguido, se escriben las ecuaciones de la segunda ley 
de Kirchhoff para cada malla tomando las intensidades de aquellas corrientes como variables dcsco- 
nocidas. I^, I^ e I,, en el ejemplo, y se resuelve el sistema de ecuaciones asi formado. La corriente en cada 
rama se halia mediante la primera ley de Kirchhoff y es o bien una corriente de malla (caso en que Ja 
rama solo pertenezca a una malla) o bien una combinacion algebraica de dos corrientes de malla (caso 
en que la rama sea comiin a dos mallas). 




Fig. 9-1. Corrientes de maIJa en un circuito 

Por ejemplo, la corriente en el elemento Z^ es Ij, y la corriente en Z^, es Ii - Ij si Ij es mayor que i^ 
o bien I2 — Ii en caso contrario (el sentido de circulacion es el correspondiente a la mayor intensidad 
de las dos mallas contiguas). La caida de tension en un elemento cualquiera del circuito es el producto 
de la impedancia compleja del mismo por el fasor intensidad de corriente que io atraviesa (el borne del 
elemento por donde entra la flecha del sentido de la intensidad esta a mas tension que por donde sale). 

Vamos a obtener el sistema de ecuaciones del circuito de tres 
mallas independientes de la Fig. 9-1 apiicando a cada malla la se- 
gunda ley de KirchhotT, En la Fig. 9-2 aparece la primera malla 
aislada y se ha de verificar que la suma de las fuerzas electromotrices 
o subidas de tension es igua) a la suma de las caidas de tension. 

Z,l, + Z^di - I,) = V, (/) ^ 

La segunda malla no contiene fuente de tension alguna; por tanto, 
la suma de las caidas de tension a lo largo de etla es cero. 

Zch + Zp(l2 + h) + Zp(l2 - I.) - (2) 

Para la tercera malla tendremos. 




Z.I3 + "^Dih + I2) = V, 



(i) 



Fig. 9-2 
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Es decir. 






Zclj = 



Zoh + {Zd + Ze)!, - Vb 



in 
in 

(5') 



Este sistema de ecuaci.ones se puede obtener direciamente. Para eilo, consideremos la primera malla, 
que aparece en la Fig. 9-2. La corricnte Ij tiene el sentido de las agujas del reloj y las caidas de tension 
en todos los elementos de esta malla son lodas positivas. Ahora bien, por Z^ tambien circula la corriente 
I2 de la segunda maifa, pero con sentido opuesto a l^. Por tanio, la caida de (ension en Z^ debida a I^ 
es -Zjla. La caida de tension V^ es positiva por tener el mismo sentido que I^ En estas condiciones, 
aphcando la segunda ley de Kirchhoff a la primera malla se obtiene la ecuacion (V), Analogamente, 
resultan las Ecuaciones (2'} y (3'). 

Los terminos caida y subida de tension o potenciat son mas propios de los circuilos de corriente 
continua (ex.) en los que su significado es mas ctaro que en los de corriente alterna (c.a.), en donde los 
valores instantaneos de tension y de intensidad de corriente son unas veces positives y otras negatives. 
La segunda ley de Kirchhoff en regimen permanente senoidal aplicada a una malla o lazo cerrado dice: 
La suma geometrka de losfasores de tensidn de lasfuenies activas de la malla es igual a la suma geome- 
trica de los fasores de caidas de tension en las impedancias de la malla, 

ELECCION DE LAS MALLAS 

La solucion de un circuito por el metodo de las corrientes de mallas se simplifica extraordinaria- 
mente eligiendo bien las mallas a considerar. Por ejempio, supongamos que en el circuito de la Fig, 9-1 
solo es necesario conocer ta corriente que circula por la impedancia Z^; lo mas c6modo sera resolver 
el problema de forma que por Zg r\o circule mas que una corriente de malla, es decir, que dicha impe- 
dancia no pertenezca mas que a una malla. En estas condiciones, solo habra que determinar el valor 
de la corriente de malla I,. En la Fig, 9-3 se pueden observar las nuevas mallas elegidas. 




Fig. 9.3 

El sistema de ecuaciones correspondiente a tal cleccion de mallas es 



(ZA + Zfl)Ii + . ZaI2 

Z^Ii -r (Za + Zc + Zd)I2 + 



Zola = Va 



ZM f (Z^ + Ze}I3 = Ve 

En cualquier caso, par cada elemento del circuito debe circular al menos una corriente de malla 
y no tiene por que haber dos ramas con la misma corriente o igual combinacion algebraica de corrientes. 
En el parrafo siguiente vamos a ver el criterio que permite saber el numero rainimo de mallas independien- 
tes para resolver un circuito. Si el niimero de mallas que se adoptan es menor que el necesario, el sis- 
tema de ecuaciones no es valido. 
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NUMERO MINIMO DE MALLAS INDEPENDIENTES 

Si el circuito es piano y sencillo, el niimero de inaJtas necesario se deduce facilmente a simple vista. 
Para circuitos mas complejos es preciso tener algun criterio que proporcione el numero de ecuaciones 
linealmente independiente, necesario para resoWer e! circuito en cuestion. 



r^WM^ 




-WWW\r 





{a) 



ib) 



(c) 



Fig. 9-4. Un circuito, su grafo y su arbol 



En )a Fig. 9-4{b) se representa el grafo det circuito que figura a su izquierda, {a)\ los nudos se han 
susliiuido por circulos pequenos y las ramas por lineas. La Fig. 9'Mc) muestra un posible arbol del grafo 
que solo contiene ramas que no forman malla o luzo eerrado, Sin embargo, esle arbol no es unico. Las 
lineas de trazo conlinuo se llaman ramas del arbol y las de trazos, ramas de enlace. Cada una de las ramas 
de enlace forma una malia unica con las ramas del arbol. E! numero de mallas necesario de un circuito 
es igual at numero de ramas de enlace; en el ejemplo que consideramos, este numero es cuatro. 

Se llega al mismo resuUado anterior haciendo unos cortes en las ramas del drcuito de manera que 
cada uno de ellos abra una malla. Cuando no quede ninguna malla sin abrir» el numero de cortes efec- 
tuados es el numero de mallas tndependientes a considerar. 

Otro criteno consiste en contar el numero de ramas y el de nudos del circuito. El niimero de mallas 
o lo que es igual, el de ecuaciones del sistema es: 

numero de ecuaciones = numero de ramas - (numero de nudos - 1) 

Por ejemplo, en el circuito de la Fig. 9-4{a) hay siete ramas y cuatro nudos. El numero de mallas indepen- 
dientes es 7 - (4 - 1 ) = 4, como ya hemes visto. 



PLANTEAMIENTO DrRECTO DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE MALLAS 

Las ecuaciones correspondienles a un circuito de tres mallas son, en notacion general, 

Znli ± Z,2l2 ± ZiJo, = Vi 
± Z21I1 + Z'iih ^ Itdz = Va 
± Zsili ± 232h + Z33I3 = Va 

El coeficiente Zj , se llama impedancia propia de la malla uno y es la suma de todas las impedancias 
del lazo por las que circula la corrienle de intensidad Ij. Los coeficientes Zj^ y Z^j son las impedancias 
de las mallas dos y tres, respectivamente. 

El coeficiente Z12 se llama copedancia de las mallas uno y dos y es la suma de las impedancias co- 
munes a los dos lazos, uno y dos, por los que circulan las corrientes de intensidades Ij e Ij, respectiva- 
mente. Es evidente que Z„ = Z^,. Los coeficientes Z,^ = Z3,, Z^, - Z32 son, analoga y respecti* 
vamente, las copedancias de las mallas uno y tres. y dos y tres. El signo de las copedancias es positivo 
negative, segun que las dos corrientes de malla scan del mismo sentido o de sentidos contraries. 
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El termino independiente V^ es la suma algebraica de las tensiones de las fuenies de la malla uno. 
Cada tension de fuenle se considera con un signo que es posilivo si el sentido de la corriente que pro- 
duce, del polo negative al positivo, coincide con el de la corriente de malla, y negativo en caso contrario, 
Los terminos independientes V2 y V3 son las sumas algebraicas de las tensiones de las fuentes de las piallas 
dos y tres, respect ivaraente. 

Ejemplo 1. 

Escribir d sistema de ecuacioiies en l^is corrientcs de ma- 
ll^ deJ circuito repres^^ntado en la Figura 9-5. 

En el esqucma del propio circuito se han senalado las 
corrientes de malla a considerar. Como en la malla uno no 
existen fuen[es de tension, el termino independiente de la pri* 
mera ecuacion del sistema es cero 



-J8 



lO/o^ 



I|(W8) + (Ii-Ia)10 + (I,-Ii)6 = 

La fuente 5/30"^ de la malla dos hace circular una corriente de 
seniido contrario a La ciclica de su malla, razon por la cual se 
ha de considerar con signo menos. 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a la lercera malla se 
deduce 

hiZ + j4} + (ia - 1,)6 + ds " Ia)8 = -(10/01) 
Agrupando terminos resulU el sistema de ecuaclones siguien,te: 

(16-j8)Ii - lOla - 6l3 




iM/W — 



6/50^ 



$1 "^ 



3 a 

Fig.9.S 



= 



-101 1 + (18 + j4)Ia - 



8ls = -{6ZS0f ) 



Comparemos este sistema dc ecuaciones del circuito dado con el del circuito de tres mallas general. La im- 
pcdancia de la malla uno es Z^ = (5 + 10 - j8) = 15 - y8. La copedancia de las mallas uno y dos es 
Z12 = Z21 = 10; ahora bien, como /j e Ij son de sentido contrario circulando por la misma impedanqia, Z^ 
lleva signo menos. Analogamente, la copedancia Z,3 = -5. Observese que Z]2 = Z-^v, Z^^ = Z^ y Zu = Zjj. 

La fuente de tension dc la malla dos es 5 /W y lleva un signo menos porque hace circular una corriente de 
sentido opuesto a la de malla correspondiente, como ya indicamos. Cada termino de! sistema de ecuaciones ob- 
tenido tiene su imagen en el sistema mas general. 



MATRICES 

Una matriz es una disposicion ordenada de entes (numeros, funciones, etc.) en filas y columnas, 
encerrada entre corchetes, y que obedece a ciertas reglas o algebra. En la matriz 



A = 



an Oifi dis 

(l2l OLZZ (Z&S 



0)M 



dm] ^mi ffma 



ttimi 



los numeros ajj se llaman elementos de la misma. El cleniento Ui^ pertenece a la fila i y a la columnaji'. 
Esta matriz consta de m filas y n columnas y, por ello, es de orden «m x n» y se llama «mairiz A», o 
umatriz A m x «», o bien «matriz w x « [ajj». 

La condicion necesaria y suficiente para que dos matrices sean iguales es que tengan identicos sus 
elementos correspondientes; es decir, una matriz ha de ser copia exacta de la olra para que sean iguates. 
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SUMA ALGEBRA1CA DE MATRICES 

Dos matrices del mismo orden se pueden sumar o restar, es decir, son conformes respeclo de la 
suma algebraica. 

La suma (resta) de dos matrices m >c n, A - [a J y B = [^J es otra matriz C cuyos elementos 
son la suma (resta) de los correspondientes de A y B. Por,tanto, A ± B ^ [a^ ± frj. 



Ej^upJo 2« Si A = 



1 4 

2 7 3 



B = 



5 2 6 
1 1 



Ja suma 



A + B - 



1+6 4+2 
2+0 7+1 



+ 6 
3 + 1 



6 6 6 
2 8 4 



y ta diferencia A — B 



-4 2 -6 
2 6 2 



MULTIPLICACION DE MATRICES 

El producto AB, en este sentido, de una matriz ^4 - [tfu a,2 Oi^ . , . fltm] ^^ orden 1 ^ m. 



por otra matriz B — 



&21 

« * ■ 



de orden m x 1, es otra matriz C de orden 1 x 1 



C ^ [du dlE . . * aim] 



6n 

&21 



^ml 



= [an&ii + ai£&ai + ■ • • + aim&fflj = 



2 flik hkl 



le = I 



Observese que cada elemento de la fila se ha multiplicado por el correspond iente de la columna 
sumando a continuacion los productos obtenidos. El producto de matrices se hace siempre multipli- 
cand o filas por columnas. 



Ejmpto 3. [1 $ 6] 



2 

4 

-2 



= 11(2) + 8(4) + 6(-^)J = (4] 



El producto AB, en estc sen tide, de una matriz A = [at J de orden m x s, por otra matriz B - [A J 
de orden j x n, es otra matriz C ^ [c,J de orden m x n, siendo 

Cij = 21 flifc bku i — 1,2, , . .,m, j = 1,2, , . .,n 



EjempJo 4. 



— 


■i ^ 








»11 


ttia 


'*n 


&ia" 




=11 


0,2 


621 


^22 


- 


oai 


«3! 




J 




H. 


„ 









Ejemplo 5. 



E|«iiiplo 6. 



3 
2 
4 

6 

4 



6 


-8"^ 


i ^1 




I 


6 


h 


= 


-6 


7 


h 





-3 
2 



8 - 
7 



2 el „ 
sj 






"3it + 6/4-8/3 

2/1 + 1/2 + e/a 

4/1 - 6Ja + 7/a 

B(a} + (-3)(7) B(-2) + (-S)(0) 5(6) + (-3){9) 
4(8) + 2(7) 4(-2) + 2(0) 4(6) + 2(9) 

'19 -10 3 
46 -8 42 
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Las ma I rices anieriores A y B st Ham an con formes respecto del producto, es decir, para que exista 
el producio AB es imprescindible que el numero de filas de B sea igual al de columnas de A. Por con- 
siguiente, si A es una mairiz 3 x 2 y fi es una raatriz 2 x 5 existe el producto AB, pero no existe BA. 
Analogamente, si D es una mairiz 3 x 3 y £ es 3 x 3 existen ambos productos. AB y BA. 



INVERSION 

En una ordenacion gualquiera de numeros iiaturales existe una invex'sion cuando un numero pre- 

cede a otro menor que el. . ■ - > r- ^'n i i -. 

Por ejcrnplo, en la ordenacion 132, cl 3 precede al 2 ; por tanto, existe una inversion. En 321 , el 3 pre- 
cede al 2 y al 1 y el 2 precede al 1 ; hay, pues ires inversiones. En 4213. e! 4 precede al 2, al 1 y al 3. y 
el 2 precede al 1 ; la ordenacion tiene 4 inversiones. En 3421, el 3 precede al 2 y al 1, eU precede al 2 y 
al 1 y el 2 precede al I ; la ordenacion tiene 5 inversiones. 



DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUAORADA 

Consideremos unr. matriz cuadrada de orden n, 



A - 



dn dn ^is 

a^i CI22 Ozs 



02n 



dni dm Cna 



a 



nn 



y formemos todos los producios de la forma «.,. a,j, a,,, . . - «„j„, de manera que solo exista en ellos 
un eiemenio de cada fila y otro de cada columna. Observese que el orden del primer submdice es, por 
convenienoa, U 2, . . . , «. ra.on por la cual el orden y,.,, .,.,;„ del segundo ^^bindice sera una^^^^ 

las «! permutacione. de lo. ni'uneros 1,2 n, Adema., asociemos un signo + " ^ ^"^a producto, 

segiin que el numero de inversiones de la permutacion de los segundos submdices sea par impar, res- 

^'''' EnTs^ascondiciDnes, el delerminanie de una matriz cuadrada A de orden «. que se escribe |.i|. es 
e! polinomio que resulta ai sumar los n ! productos distintos, cada uno con su signo, que se pueden formar 

con ios elementos dt A. . . . j j ^ _ 

El determinanle de una mairiz cuadrada de orden n se llama determmante de orden n. 



Ejemplo 7* 






= ^n<Hz 



0^12^1 



EJemplo 8* 



flu 


»12 


«l» 


lai 


ag2 


o^s 


Oai 


ajj 


033 






MENOR COMPLEMENTARIO Y ADJUNTO DE UN ELEMENTO 

EI menor complementario de un eSemento a, de un determinanle de orden « es el <^^^^'»^"'^^ 
de orden (. - 1). que se obtiene .uprimiendo la fila y la columna a que perlenece dicho elemento. El 
menor complementario de un elemento a,j lo escnbiremos en la forma |M,;|. 

El me'or complementario con su signo, { - 1)^1 A/,|, se llama adjunto de ., y se escribe A,, 
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Ejemph) 9. 

En el deierminante de tcrcer orden \A] = 



ail Oia an 

Oai 02a <»23 

<*ai *M **M 



3) - 



ait ttij 



Hs 



= (-1) 



2 + S 



ail ^12 



0^1 ^33 



DESARItOLLO DE UN DEIERMINANTE POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA 

El valor de un determinante \A\ de orden rt es la suma algebraica de los n productos que se obticnen 
multiplicando cada elemenlo de una linea (fila o columna) cualquiera por su adjunto correspondiente. 
Es decir, 



\A\ = 



Alt <li2 Oi3 

021 Oaa 0*3 I = (li2^iz + OasAaa + a32A32 
Osi 03£ O33 ^ 

— — ail 



aai 


a23 


+ 023 


ail 


aia 


— a»2 


an 


aia 


asi 


aw 




aai 


flu 




asi 


a» 



es d dcsarrollo de \A\ por ios elemenlos de la segunda columna. 



Ejanpto 10, 



1 


4 


7 




























4 


7 




1 


7 




1 


4 


2 


1 


—6 


= 3 






- 6 






+ 














1 


-6 




a 


-6 




2 


1 


3 


5 
























EJempla 11. 



= 3{4(-6) - 7(1)} - 5{l(-6)-7(2)} + = 7 



= -6{i(3) - 2(4)} = 25 



3 


6 


8 




X 


2 


1 





2 


= -5 


4 


3 


4 





3 









Ejempto 12. 



4 7-2 
6 
8 2-3 



= 6 



4 -2 
8 -3 



= 5{4(-3) - (-2)(8)) = 20 



PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 

1. Si un determinante tiene dos Hneas iguales es nulo. Por ejemplo, 

18 1 



-4 2 -4 
6 16 



=? 



2. Multiplicando los dementos de una linea por un numero k. el determinante queda muttiplicado 
por k. Por ejemplo, 



3 '4 

-1 5 

2 6 



2 


7 



6 -8 
2 6 



4 


7 



3-4 4 

-15 

2 6 14 



3. Permutando dos Hneas de un determinant^ este cambia de signo. Por ejemplo. 



1 


4 


7 




4 


1 


7 


"2 


5 


8 


= — 


6 


-2 


8 


3 


-6 


9 




-6 


3 


9 



3 -6 
2 5 
1 4 



9 
8 
7 
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4. Si cada elemenlo de una linea es suma de dos o mas numeros, el deterininante se puedc expresar 
mediante la suma de dos u mas determinantes. Por ejempio. 



3 


-7 


6 




2 


4 


-5 


= 


1 


6 


8 





s 

2 

1 



-9 + 2 
4 + 
8-2 



5 
-5 

8 



3 ~9 
2 4 
1 8 



6 
6 
8 



+ 



3 
2 
1 



2 



■2 



5 
5 

3 



Si a los elementos de una tinea se le anaden los de otra multiplicados por una constante k, el 
valor del determinante no varia, Por ejempio, 



1 


9 


-3 




1 


9 + 3(-3) 


-3 




1 





-3 


4 


6 


-2 


~ 


4 


6 + 3(-2) 


-2 


= 


4 





-2 


3 


1 


5 




-3 


1 + 3(5) 


5 




-3 


16 


5 



SOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES POR DETERMINANTES: 
REGLA DE CRAMER 

El sistema de tres ecuaciones lineales con ires incognitas x^^ jfj, ,^3, 

OsiXi + 022X2 + flaaiCa = ^s 
se puede escribir en la forma matricial 



ail 


a]2 


aia 


Xi~ 




~V 


flat 


022 


023 


Xi 


= 


ki 


aai 


032 


aas 


Xa 




kz 



Si multtplicamos cada elemento de la primera coiumna por jCj, el vaior numerico del determinante 
de los coeficientes A^ queda multiplicado por dicho x^ (Propiedad 2}. 



Aa = 



ail 


ail 


an 


a«i 


an 


CiZi 


ttsi 


da 


033 



ariAfl = 



AiiXi ai£ <ii3 
aatXi 032 Oas 



Sumemos a cada elemenlo de la primera columna el elemenlo correspondiente de la segunda mul 
tiplicado por X2y y e! de la tercsra multiplicado por x^ (Propiedad 5)- Entonces, 



«iAa — 



(ana^i + C12X3 + ctiaa^s) ctia' Oia 
(aiiiTi -f a22X£ + CteaXa) 022 tXz3 






A^t 012 Ota 

fcj O21 Oja 



o bien ^i — 

siempre que A^ =f 0. Analogamenie. 
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ftn 


h 


ai5 


da 


k. 


flja 


an 


h 


033 



<tll 


aii 


h 


0.21 


Ci33 


kz 


azi 


032 


k. 



Xi ~ 



Aa 



Xi = 



Este metodo de resolucion se IJama regla de Cramer y se puede aplicar a cualquier sistema de n ecua- 
ciones lineales con « incognitas siempre que el deierminante de los coeficientes sea distinto de cero. 

APUCACION DEL ALGEBRA MATRICUL AL ANAUSIS DE CffiCUITOS 

El sistema de ecuaciones de un circuito de tres raallas 



Vi 

V2 



Zuli ± Z12I2 ± Z13I3 
^Zaili + Zssia — Z2SI3 
— Zaili ± Z3£l2 + Za^Ia 

sc puede escribir en la forma matriciai 

Zii ±Zia ±Zi3 
— Zai Z22 ±Zz3 

— Z^l ±Z32 Z33_ 

[Z][I] = [V] 

que constituye la expresion matriciai de la ley de Ohm, siendo [Z] la matriz de impedancias, [I] la matriz 
de intensidades de corriente y [V] la malriz de tensiones. 

Las corrientes de malla I^, I^ e I3 vienen dadas por el cociente de dos determinantes: 



[II 




rvii 


Is 


n; 


V2 


iK 




V3 



II = 



Vi 


±Zl2 


±Z,3 




Zn 


Vi 


±Zia 


V2 


Z22 


±Z23 




±Z2| 


V. 


±z« 


V, 


±Z32 


Z33 


T. ^ 


±Z3, 


V3 


Z33 



A, 



I3 = 



Zu 


±Zl8 


Vi 


±Za, 


Z22 


V2 


±Z3l 


±Z33 


V3 



Si se desarrollan los determinantes de los numeradores por los elementos de la columna de tensiones, 
resulta el conjunto de ecuaciones siguiente: 






U == V.(^) . V.(^) . V3(^) 



(i) 
(J8) 



Los segundos iniembros de (i), (2) y (i) son las componenies fasoriales de las distintas fuentes 
de tension. Esio es, en la Ecuaci6n {}), la intensidad de corriente Ii consta de tres terminos: Vj(Ai JA^) 
debido a la fuente Vi, \2i^2J^x) debido a la fuente V^ y VjiA^JA,) debido a !a fuente V3, 



IMPEDANCU DE ENTRADA 

Consideremos un circuito de elementos pasivos con dos terminales, como indica la Fig. 9-6. Sea 
Ii la intensidad de la corriente que resulta al aplicar una tcnsidn Vj. Como no exisien otras fuentes en 
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el circuito, la ecuacion de la corriente de malla Ij es 

La impedancia de ennada es la relacion entre la tension aplicada Vi y la intensidad de corriente I^ 
a que da lugar. Es decir, 



^cnLrAdi 1 



V,,li - A,/A,, 



La impedancia de cntrada de un circuiio con eiemenws 
actives se define como la impedancia que presenta en sus 
lerminales de entrada cuando todas sus fuentes de tension 
esidn cortocircuitadas comervcmdo, eso si, su propia impedan- 
cia interna. Por consiguienic, la relacion A^Mn representa la 
impedancia de entrada tanto de un circuito activo como de 
uno pasivQ, 




Circuiio pasivo 
dc varia^ mallas 



Fig.9-fi 



IMPEDANCU DE TRANSFERENCIA 

Una fuente de tension en una malla de un circuito 
produce una corriente en cada una de las otras mallas 
del mismo. La impedaiicia de transferencia es la relacion 
entre !a tension aplicada en una malla y la intensidad de 
]a corriente que resulta en otra malla, anulando el resto 
de las fuentes. 

Consideremos el circuito de !a Fig. 9-7 con una 
fuente de tension V^ en la malla r y la intensidad I, de la 
corriente a que da lugar en la malla s. Entonces, 




Ir 



Circuito de 
Vilnius mallas 



I, 



Fig. 9-7 



I. 



= <«)(^) 



+ 



+ V. 



(^) 



+ 



+ 



<«)(^) = H^) 



con lo que 



£ tran^tf^rcnciafj 



Vr/I, 



i^A, 



EJ doble subindice rs de esta impedancia indica el sentido de la accidn, es decir, la fuente estd en la 
malla r y !a intensidad a considerar es la que aparece en la malla s. El determinante del denominador 
es el adjunto del clemento que ocupa el lugar rs, Ars, con los mismos subindices que la impedancia de 
transferencia. 

Problemas resueltos 

9-1 Dada la eieccion de corrientcs de malla de la Fig. 9-8 escribir el sistema de ecuaciones correspon- 
dientc y expresarlo en forma matricial. 

Aplicando la segunda ley dc KirchhoiT a cada una dc las mallas, 

Ii{2-j2} + ih-h)Ub) + (Ii-l3)6 = lOa." 

ladO) + (l3-Ia){2-'j2) + da-IJUS) = -(6/301) 

la(lO) + (l3-ri)(6) + {h-h){2-j2) - -(10/901) 

Agrxjpando tenninos semcjantes, 

(7 + j3)Ii " , (j5)Ij - (6)Ij ^ 10^ 

-[mi + (12 + ;3)l2 - (2-i2)l3 = -(5/30" ) 

-(6)Ii - (2-;2)l4 + (17-;2)l3 = -(10/90^) 
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que se puede cxpresar en la forma matriciat 

7 + j3 -j6 -5 

-}5 12 + J3 H2-J2) 
-5 -(2-j2) 17 -;2 



Ii 
h 
h 



10/0° 

-{5/3Q° ) 

-(10/90^) 



->2 



6/30° 



^h-KE> 



I WJ^ u-^vWV If- 

->2 



/^ 



10/90 



ID 



10 






©I 



^1 h 



R, 



K-. 



^D 



Fig, 9-8 



Fig. 9-9 



^2 Escribir directamente el sistema de ecuacion?s en las corricntes de malla del circuito de la Fig. 9-9 
y expresarlo en forma matricial. 

Los elementos dc la mairiz de impedancias se deducen de sus definiciones. El elemenio Z^ es la impedan- 
cia propia de ta malla uno y es igual a la suma de todas las impedancias de dicha malla, (Ri + fi]^ + jwLj, + Z,). 
El clemento Z^^ es la copedancia o impedancia com^in a las mallas uno y dos y es igual a Z^ con signo posi- 
tivo, ya que las dos corrientes circulan en el mismo sentido. La matriz de intensidades de corriente consia de 
lo£ elementos Ij, I2 e I3. La matriz de tcnsiones esti formada per las correspond ientes a las fuentes en cada una 
de las mallas. For consiguiente, el sistema de ecuacianes en forma matricial es 



Z, {R^ + R^i + JuL^ + Z^) Kg 

Ri R2 {Ri "I" -^2 H" Z^) 



9-3 Hallar la potencia suministrada por el generador de ten- 
si6n del circuiio de la Fig. 9-iO. Calcular, asimismo, las 
potencias disipadas en las resistencias, 






Elijamos las mallas de manera que por el generador circu- 
Ic una sola corriente. En estas condiciones, 



60^0; 




10 - j6 

i5 



j5 
3-jl 



la 







Fig. 9-10 



de donde 



I, = 



50/0* 


J6 





3 -A 


10 -?5 


35 


35 


3-jl 



h - 



10 - j6 



GOZOf 




150 



jM = 2,83 /S4 4° 



jd?PSL = 4.47 /-63,4^ 
60-;25 ' ^ 



50 - ;25 

La potencia suministrada por la fuente es P ^ VI cos 9 = 50(2,83) cos (8,14^) = 140 W. La pclencia di- 
sipada en la resistencia de 10 Q es /*io = 10(/i)^ = 10(2,83}^ = 80 W, y la potencia disipada en la resistencia 
de 3 fi es /'s = Mh)^ = 60 W; la suma de ambas, 80 + 60 = 140 W, es igual a la potencia suministrada por 
la fuente. 
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9^ En el mismo circuito del Problema 9-3 se eligen las mallas 
como se indica en la Fig. 9-11. Hallar la potencia suminis- 
trada por el generador. 

El sistema de ecuaciones de malla, en forma matricial, es 



60^ 



10 - }5 10 
10 13 + H 



De aqui riisulta; 



h ^ 



r "^ 




'60/0^^ 


k. 




50/0" 


50£0_° 


10 


50/0" 13 + j4 


10 - }5 


10 




10 13 + J4 




Fig. 9-11 



10 - j6 50/0° 
10 60/0^ 



_ 150 + j200 
50 - j25 



4,47 /79,7' 



u = 



-;250 



50 ~ ;25 



4,47 /-63,4^ 



Por la rama que contiene ia fuente circulan dichas dos corrienies. Por tanto, 



I. + I, 



/ 150 + J200 



)<^ 



ri2B0^^ = 2,83/+Mi! 



V^ 60-J26 
con lo que la pouncia de la fuente t^ P =^ VI cos 6 = 50(2.831 cos S,14= = 140 W. 

9-5 En e! circuito de la Fig, 942 se dan las tensiones 
compuestas. o entre lineas, de las trcs fases de una 
red, Hallar las intensidades de corriente I^, Ij, e Ic- 

Con las mallas elegidas las corrienies son indepen- 
dientcs, Esto se pone de manifiesto en el sisiema de ecua- 
ciones cscrito en forma matritial 



10/30'=' 

10/30^ 

10/30° 



h 
h 



220 /120° 

220/0° 

220 /240° 




Fig. 942 



de donde se obtienen las intensidades 
220/120 



I, = 



Por lanto. 



220/0^ 

(22/90° - 22 /210" ) 
(22 /-30° - 22 /90" ) 
(22/210^ - 22 /-30" ) 



220/240 



= 22/210^ 



fa = 
Ic = 



h - h 
h " li 
Is - h 



9-6 En el circuito de cuatro mallas representado en 
la Fig. 9-13 se eiigen las mallas que aparecen en 
el esquema. Se ajusta la resistencia Ry)a capacidad 
de los dos coiidensadores iguales, C, de fonnfi que 
la intensidad de corriente que circule por Z^ sea 
cero. En estas condiciones, expresar los valores de 
R^ y L^ en funcion de R, C y de !a pulsacion del 
generador w en radianes por segundo. 

El sistema de ecuaciones de malla, escrito en forma 
mairicial, es 




Fig. 9-13 
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in 



~(^) 



-R. 










II 




V* 


I« 


^ 





13 







)jk 








Expresando la corricnte U que ctrcula por Z^ en forma de delerminante c igualando a cero. 



L = 







" 0""<^/ 






= 



DesarroUando el numerador por los elementos de la cuarta columna resulta 



-V. 







"Xw 






= 



Como esie determinanle debe ser cero, 

9.7 En el circuito de la Fig. 9-14 hallar los valores de las 
intensidades I^, la ^ h- 

Se eligcn las dos mallas que &e indican en ei esquema. El 
sistema de ecuadooes correspondicnte, escrito en forma main- 
cial, es 

1 



6-;8 -{3-j4) 
-(3 - J4) 6 - j8 



Hi 
I 



«J 



220 /180° 
220/Of 




de donde 



I* = 



Flc.»-W 



220/120" ~(8-i*) 
220^ e - ;"8 



I* = 



e-jS -<3-i4) 
-(3-i4) 6-;8 

6 - ;8 220 /120^ 

-(8-j4) 220^ 



_ 2200Z6§^° + nOO^=5Mf _ 1905^36^ ^ sb 4/1431 
" inft/-iflrt2o-2fi/-106:2o - 76/-106.2^ " '^'***ii^^ 



rooZrMir-26Z3filil 



2200^z5 M! + 1100/66^ _ 1906/'23,2! -g./gso 
7B /-106^'' ' 76/-106,8^ " ==«»• i^- 



con lo que las intensidades de corriente por cada linea son I^ = I, = 25>4/U3j,r. !» - I2 - I1 - (25.4/83: 
25.4/143,r ) = 25.4/_23i° e V = -»> - ^^ ^'-97^ 
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9-8 HaJlar la impedancia de entrada, vista desde la fuen- 



te de 50 vollios, del circuito de la Fig. 9-15 aplicando 
el calculo matricial. Obtener, con esta impedancia, 
la intensidad de corriente I^. 

La impedancia de entrada de !a malJa uno es 



&D 



— WWV — I — WM- 



z,. 







11 -5 








-5 27 -4 






All 1 


0-4 8 


2000 


nuada 1 


27 ~4 


200 






-4 8 






10 



ng. 9-15 



Por tanto, /, = VJZ,^,^,^^ , = 50/10 = 5 A. 

9-9 En ei circuito de la Fig, 9^15 hallar la intensidad de la corriente de malla A mediante la imped 
cia de transferencia correspondiente. 



an- 



La fuente se encuentra en la maHa uno y la corriente /, es la que circula por la malla tres. Por tanto la 
impedancia ue transferencia que se necesita es 



Z, 



2000 



j^nriirercncii J^ — 



klfl 



-5 27 

-4 



2000 
20 



= 100 



con lo que /j ^ ''V/^.r..«f.r,™d. 1 1 = 50/100 = 0,5 A. 



9-10 En eJ circuito de la Fig. 9-15 haJIar la intensidad de la corriente de malla I, mediante la impedan- 
cia de transferencia correspondiente. 

Como la fuente esta en la malla uno y la corriente es la que circula por la malla dos. la impedancia de 
iransferencia que se necesita es 



7 -^ * 

Ai2 



2000 



(-1) 



-5 ~4 
8 



2000 

40 



= m 



con lo que /^ = f^,/Z,„„,f,,„,i. ^ ^ = 50/50 = 1 A, 



9-11 Hallar las tensiones V^^ y V^c en el circuito de la 
Figura 9-16. 

El sistema de ecuaciones de maiJa, escrito en forma 
matricial, es 



3 }i 



100/45" 



3t" 



^ ^.0^ 



,-;io 



3 + yi4 -jio 
-;10 



100/45<^ 




c 
Fip. 9-16 



de donde 



Ii 



100/45^ ~;10 



3 + jl4 -jlO 

-'10 



100 



== 0, 



3 + jl4 100/46^ 
-;10 



h = 



1000^35^ 
100 



10/135° 



Por lanro. V,^ = Ij3 +>4) = y V^c = I^I-yJO) = 10 /135- {10/-90- ) ^ 100^45:, La suma (V^^ + 
\bc) = 100 /45- . que es el valor del fasor de tension aplicado. 
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9-12 En el circuito de la Fig. 9-17 obtener las tres 
componentes del Uiingulo dc polencia correspon- 
diente a la fuente 10 /30'' voltios. 

Etigiendo las mallas que se indican en el esquema, 
por la rama que contiene el generador solo circula la 
corricnte Ij. Como no cxiste m4s que un generador en 
el circuito, &e puede emplear la inipedancia de entrada 
para cl caJculo de Ii. 

8 - j2 -3 

-3 B + j5 -5 
-6 7 - j2 



-;2 



10/30° ^ 






V'2 



Fig. 9-17 



"(iiuidi 1 



All 



8 + jS -5 
-5 7 - j2 



315/16.2° 
46.1 /24,9' 



= 6.98 /-S.7° 



con !o que 



Ii - Vi/Z,„„,,,, -(10/30! V(6,9«/^SZ ) - 1,43Z38J: 



La polencia suministrada por la fuente cs P = VJ^ cos B ^ 10(1,43) cos 8,7° - 14,1 W, La potencia 
reaciiva cs 2 = VJi sen 8,7° = 2,16 VAR en adelanto. La potencia apareme es 5 = r,/, = 14,3 VA. 

9-13 En el circuito de la Fig. 9-17 hallar las intensidades de corriente la e I3 mediante las impedan- 
cias de transferencia. 

Como el generador esta en la malla uno y la corriente pedida circuta por la malla dos hay que calcuiar la 
impedancia Z,„„,f,„„^i, jj. 

A, 315 /16>g^ _ 316 /16,2° 

I^ " 1; m " 21,8Zzd6^ 



Z, 



ranifcrf rtcii I Z 



("D 



-3 -5 
7-;2 



14.45 /32.2^ 



Por.anto, I, = Vi/Z.„„r._i, i,= (10/30f }/( 14,45/32^) = 0,693£-2^ 

Analogamentc. 






315/1^ 



315 /16,2^ 



-3 8 + j5 
-6 



15 



= 21 /16.2' 



con lo que 



I. = V./Z ,...„,,„ - (lO/iO:V(21/l6r) = 0.476/Br 



9-14 En el circuito de la Fig. 9-17 hallar Ja potencia disipada en las resislencias y compararla con la 
potencia suministrada por el generador. 

En los Problemas 9-12 y 9-13 se han obienido: Ii = 1,43/38^. I^ = 0.693 / -2,2^ I3 = 0,476^13^ 
La potencia disipada en la resistencia de 5 Q es /> = S{h)^ = 5(1.43)' =^ 10.2 W, Por la resistencia de 
3 n circulan dos corrientcs de malla cuya diferencia es la corriente por la rama (Ii - I3) = (1,115 + j0,895) 
- (0,693 -70,027) = 0,422 +y0,922 = 1,01 /65.4° ; por tanio. P = 3(1,0!)^ ^ 3.06 W. Analogamente, la 
corriente que circula por la rama que contiene la resistencia de 5 fl es {I2 - I3) = (0,693 - yO,027) - (0,462 
+ ;0,1I3) = (0,231 ^;0.140) = 0.27l /-31.2° . con lo que la potencia es i* ^ 5(0.271)^ = 0,367 W. La po- 
tencia en la resistencia de 2 fi es /* = 2(/j)' ^ 2(0,476)^ = 0,453 W. 

La potencia total disipada en !as resistencias del circuito es Pt = 10,2 + 3,06 + 0,367 -I- 0,453 - 14,1 W 
que coincide, precisamente, con la potencia activa del Probiema 9-12. 

9-15 En el circuito de la Fig. 9-18 el generador Vi produce una caida de tensibn V,, voltios en la im- 
pedancia 2-jl ohmios. Hallar el valor V^ del generador que produzca una caida Vo = 5/0* voltios. 

V„ 5/01 



Con la tcnsi6n dada Vq la corriente de malla es I3 - 
como cociente dc determinantes es 



2 - jl 2./ T/-45° 



- 1,76/451 A. Su expresion 
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K = 









S - ;2 -3 

-3 8 -{• j6 -5 
"6 7 - ?2 



8 -^ /2 


-s 


-3 


8 + jS 





-6 



= Yi 



-S 6 + ;5 
-5 



315 /16.2' 



= V, (0.0476/ -16,2-^) 



Por tanto. 






Vi = 



-^^'^ 



IT. 



0,0476/-- 16,2' 



1,76/46*' 



0.0476/- 16,2 



= 36,9/61,2- 




/^h\ 



/'iTx 



/Tr> 




-J2 




Fir9-i» 



Fig. 9-19 



9-16 Al conectar una irr.pedancia de carga grande en el circuito de la Fig. 9-19 ia tension de salida Vo 
corresponde a la caida de tension en la impedancia 5 - JS ohniios. Obtener la funcion de trans- 
ferencia de tension Vo/V^ del circuito dado, 

EI sistema de eciiaciones de las dos maillas clegidas, escrito en foma matricial, es 



5 -(5 + .76) 

-<6 + j6) 10 









La tension de sahda V^ es 



Vo ^ 12(6 - ?6) 



con lo que 



(fi -- 36) 



6 
-(5 + jB) 



V, 



-{5 f j6) 



-(B-l-jB) 
10 



(5-j6)(5-l-j6)Vt „ 
(60 - m) 



MV( 



50\/2 '/-46** 



60 



V: 



60V2 /-46 ^ 



- ^ 0.707/46' 



9-17 E! circuito de la Fig. 9-20 contiene dos genera 
dores de tension. Hallar la intensldad de ccrrien- 
te que circula por la impedancia 2 + ;3 ohniios 
debida a cada una de las fuentes. 

Se eligen las ma'las de forma que la corriente que 
circule pot la inipedaocia en question sea. directamente. 
[a corriciue de m>illa l^. Fl sisiema dt ecuacinncs del cir- 
cuito, escrito en Vcrma matriciijl, «s 



5 i , Jt- < 



0t 



/T^ 



/ I 



^1^ 



h'5 



30^ 



10 



i_ 



5 -f ;B 





-.76 



0" 


h" 




30/0^ 


-3 


h 


^ 





10 


3„ 




-20/0* 



Fiy.9-20 



Fl determinant i tie impedi-incias 4^ 



5 + j6 -if 
-6 




-6 

10 



- 70 + j620 - 624 /83,66* 
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DesarroUando d determinante del numerador de I2 por Ids clementos de La segunda columna results 
6 + j6 30/Of 



U = 



-j6 --6 

-20/^ 10 



= S0^» (-) 



10 



A, 

S0 /-90° \ ^ ^^^^^ /4g.4 /-lS6^ 



+ + (-20/0° )(-) 



6 + j5 
~}6 -6 



LacorrientequeoriginaJa fuente Vj por la impedancia 2 + ji es2,41 /6,45' y la que origina Vj es 1,36 /141,45° . 
La suma de estas dos intensidades es et vaior de la corrienie Ij, es decir, I3 = 2>4 1 /6,45" + 1.36 /141,45° = 
1.7 4/40.r A. 

9-18 En ei circuito de ia Fig. 9-20 hallar (a) la potencia suministrada por cada generador y (b) ta po- 
tencia disipada en las resistencias, 

(a) La corriente que circula por la rama que comiene al generador V, es 

30/0^ -;6 



h ^ 



8 + y8 -6 
-20/0^ -6 10 



2240 /53.8^ 

624 /83.55" ' * — ^"^^ 



La potencia que summistra la fuente es f j = Fj/, cos = 30(3,59) cos 29,75'^ = 93,5 W, 
La iniensidad de la corriente que circula por la rama que contiene V^ es 



I, = 



-/6 a + j8 



8$0/-126.6o 



Observese que Vj e I3 tienen sentjdos opuestos. La potencia suministrada por V2 es P2 = Kil/j) cos = 
(-)(20)(1,38) cos -209,15= = 24,1 W. 

La potencia total es Pj = P^ + P^ = 93,5 + 24,1 = 117,6 W. 

(b) La potencia disipada en la resistencia de 5 fi es fj = 5(/i)^ = 5(3,59)^ = 64,5 W. En la resistencia de 
2 0,/*! = 21/2)^ = 2(1,74)^ = 6,05 W, La corriente que circula por la rama que contiene la resistencia 
de 6 n es (Ij - I3) = (1,33 i- jl.I2) - (-1,205 -r A672) = 2,535 +./0,45 = 2,57/10.1°; por tanto, 
P^ = 6(2,57)=' = 39,6 W. En la resistencia de 4 0, P^ = MI^)^ ^ 4(1,38)^ ^7,61 W. 

La potencia total es Pt = (A,5 + 6,05 + 39,6 -1- 7,61 = 1J7,7^ W. 

9-19 EI circuito de la Fig. 9-21 tiene dos generadores de tensi6n, Vj y Vj. Siendo V^ ~ 30/0° voltios, 
hallar V2 para que ia intensidad de corriente por la impedancia 2 + j3 ohmios sea nula. 

Con las mallas elegidas, por la impedancia 2 + ji circulara una sola corriente. EE sistema de ecuaciones 
correspondiente, escrito en forma matriciai, es 



5 + }6 "is 

H5 8 + ;8 6 

6 10 



fll" 




"so/o^" 


h 


= 





U3_ 




_ ^* _ 



[ — ^Aw-T-w^^^kr^T — wJw^ 



de donde 



I. = 



B + J5 30^ 

-;B 6 

V2 10 



^©t 



/T^ I '^ 



r^ 



J6 



tGv. 



= 



Fi£. 9-21 
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Desarroltando 



-30^ 



-j5 6 






- Va 


10 





6 + is 

-jb 6 



= 



-30/0^ {60 /-90^ ) - Vj C6)(5V2 /45f ) = 



cori lo que 



_ -30^ (5Q /-90° ) 



6(6 V2 /4B= } 



35,4/45^ 



O^™ m^fodp. Si no circula corriente por la impedanda 2 + A Ii - 0. y las caidas de tenstdn en la reac- 
tancia /5 y en la resisiencia de 6 Q deben ser iguales, €S dccii, 

li(i5) = I,{6) 
Susiituyendo I| - 30/Of / (6 + j6) c Ig = Vj/lO, 



30/6° Vi 

5+75 f^'*' = iT(«> 



de donde 



30/90^ /lO\ 
Va ^ _ b^^ ( ^ = 35.4/45! 
\/2/4S«\ <5/ 



9-20 En el circuito.de ta Fig. 9>21 ta tension en bornes del generador es Vj = 20^ voltios. Hallar eJ 
valor de la fuentedetensi6n V^ para que la corriente que circule por la ramaquecontieneVj sea nula. 

Mcdianie las mallas degjdas en el Problema 9-19 podemos escribir la expresioit de [3 e igualarla a cerd; 



DesarrolJando 



con ]o que 





5 + y5 


-J5 V, 








-j5 


8 + j8 




h = 





6 20/0'^ 


= 




4, 


-j6 8 + ?8 
6 


+ J 


JO/tt^ 


5 + j5 -j5 
-J6 8 + i8 


- 


V|(3O/-90*') + 


20^ (25 + 3*80) = 


Vi = - 


2C 


30/-90° 


^ = 5 


&.8/-] 


7,4 <> 



- 



Problemas propuestos 



9-21 Detenninar el nilmero de mallas necesarias para poder resolver cada uno de los circuitos de la Fig. 9-22{a-f). 
Emplear diferentes mefodos para cada uno de ellos 
Soi. {a} 5. ib) 4, ic) 3, id) 4, {e) 4, (/) 5. 



1 'TJU^ 



■VkW- 




(«) 





(r) 
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U? 




I — WA — r'<VW-i 



# 



1 

X 



4 




<<i) 



(e) 
Fig. 9-22 



(/) 



9-22 En el circoito de la Fig. 9-23 hallar la intensidad de la corriente que circula por la resistencia de 3 ohmios. El 
seniido positive dc la corriente c& el que sc indica en el esquema. SoL 4.47 / -63.4" A. 



10 



IQao/^: =s-j5 




h 



ISO^tSpJ 



-V/A^/^ 






;i 




Fig, 9-23 



Fig. 9-24 



Pig. 9-25 



9-23 En el circuilo <Je la Fig. 9-24 hallar las intensidades de corriente I^, Ip e Ic- 
Sol. I^ = 12,1/4M° Aj h = 19,1 / -47,1^ A; 1^ = 22.1 /166.4" A. 

9-24 En el circuito de la Fig. 9-25 hatlar las intensidades I.^. J^ e If. SoL 26/45" A ; 2 6/- 75" A ; 26 /- igS"^ A. 

9-25 En ei circuito de la Fig. 9-26 hallar la tension V^^ por el metodo de las corrientes de maila. 
Sol. V^B - 75,4 /55,2^ V. 

9-26 En el circuito de la Fig. 9-27 hallar la tension eficaz de la fuenle V para que la potencia disipada en la resis- 
lencia de 5 ohmios sea 100 vatios. Sol. 40.3 V. 



9-27 Elegir unas mallas en el circuito de la Fig. 9- 2S y hallar el valor del deiernoiinante de impedancias A^. Elegit otras 
mallas y calcular de nuevo A^, SoJ. 61 — yi5, 



lOQfAb''(p^ I 




V 



10 J5 

^^A/W 1 — 'TRRT* — 






J5 



0! 



->« 



■Mm — pAwv — If 



t0v. 



Fig. 9-26 



Fig, 9-2T 



Fig. 9-28 
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9-28 Err el c.rcu.to de la Fig, 9-28. V, ^ V, = SO/gi voliios. Hallar.Ia potencia sumimstrada por cada generador. 
Rcpour cl problema cambiando ei scnlido de la fuenie Vj 
Sol. />,*= 19! W; P, = 77,1 W; P, -^ 327 W; P^^ = 214 W. 

9-29 En d crcuito dc dos malias de !a Fig. 9-29 hallav la potencia suministrada por el gcnerador, asi como la potcn- 
cia distpada en cada una de las resistencias del mismo 
Sol. P = 36.7 W; f , = 2,22 W; F^ = 27,8 W; P^ = 6,66 W, 

-a 




Fig. 9-28 Fig. 9-80 

9-30 En e! circuito dc la Fig. 9-30 )os generadores V^ y Vj son 10/9r voUios y suministran una intensidad con cl 
sentido que se indica en el esquema. Haliar la potencia que suministra cada generador 
Sol. P, = 11,0 W; Pi *9,34 W, 

9-31 En el circuiio de la Fig. 9-31 halJar la .niensidad dc corriente que circula por la itnpedancia 3 + M ohmios. 
Sol. 0. 





F»«. 9-31 rig. 9-M 

9-32 F.I circuito de la Fig. 9-32 representa el puente de Hay. Elegit las mallas y escribir el sistema dc ecuaciones en 
forma matriciat. E.xpresar entonces la corrienie que circula por Zjj en forma de determinante e tguakrla a c^ro. 
Haliar los valores de R^ y l^ en funci6n de las otras constanies del puente. 



Sol 






L, = 



CiR2i^4 



9-33 El circuito de la Fig. 9-33 rcpresenta el puente de Owen. Haliar los valores de R^ y L^ en funcion de las otras 

constantes de) puente cuando la corriente que circula por Z^ sea nula. Sol. B, = Trftj. L, = C.RjB* 

* 
9-34 El circuito de la Fig. 9-34 es un puente de medida del coeficiente de autoinduccion de una bobina. Elegir las ma- 
Uas y escribir e! sistema de ecuaciones en fomna marricial. Haliar los valores de J?;, y L, cuando la corriente que 
circula por Zj> sea cero. 

2 _ _ itj 



Soi. fl, = ^J2^, ^z'p-l* 





Fig. 9-53 



Ftr 9'U 
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9-35 Hallar la funci6n de transferencia de tension V^A^^ en el circuito de fa Figura 9^5. Soi 0J39^^ 



Vi 



20 



2 



T- ^fwwy 1 



j4 



o 
o 
o 



no 



j20 



n- 



Fig. 9-35 



Fig, 9-36 



10 



9-39 Hallar la fancirin de transferencia de tension VoA'^ en el circuito de la Figura 9-36. Sol. 0J59 /-61,4°. 

9-37 En d circuito de la Fig. 9-37 hallar el vaJor de V^ con el sentido de poJarizacion que se indica 
Sol. 1.5 6/128,7° V . 



10^ fo* 





Fig. 9-37 



Fig. 9-M 



9-38 En el circuito de la Fig, 9-38 hallar la potencia disipada 
en cada una de las ires resistencias. 
Soi 471 W; 47,1 W; 471 W, 

9-39 En el circuito de !a Fig. 9-38 hallar la potencia suminis- 

trada por cada uno de los gencradores, ^^^ 

SoL Pi = 422 W; />j = 565 W. 

9-40 En el circuito de la Fig. 9-39 hallar la intensidad de la 
corriente de malla Ij con la eleccion de las mallas consi- 
derada. Sot. 1,38/ -209, J 5° A. 



9-41 Hallar la intensidad de corriente Ij en el circuito de la Figura 9-40. 
9-*2 En el circuito de la Fig. 9-40 hallar la relacion de intensidades l,,/lj, 




XO^ 



Fig. 9-39 

Soi. 11.6/( 13.2" A. 
Soi -/3,3. 



9-43 En el circuito de ia Fig, 9-41, con las tres corrientes de malla que sc indican. hallar las impedancias Z,r»„,t„„ois i j 
y 2^(finif*rcn<:>. 3 1 • Soi. 4,3/ - 68,2" para los dos, 



>2 
f — 'W^ 



boijbzQl 



-;4 

HI- 



-VWW— I 



Ifi 



J2 

I — ^w^ 







-/4 



-Art/VW^-i 



/^ i ^^ I ^ 



?a 



© 



Fig. 9-40 



Fig. 9-41 



120 
M4 



ANAL ISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS CORRIENTES DE MALLA [CAP, 9 

En ei circuiio de la Fig 9-42. v con las mallas que S« indican, hallar las impcdanciaS Z,„,„d,i, 2„i„ri,„„ej, u y 
Z.w«e....:- So,' loii^ie^; HAt:!}^ (>Mtz^ZZ. 




50/0^ 



5 
-WWW- 



^ 



10 

wfm- 









^ I© 
Hh— ' 



9-45 



Md 



-4 -J4 --^^ "J* 

Pip. 9-42 Fie-9-« 

En la Fig. 9-43 se anadc d generador V, al circuiio de la Fig. 9-42. Hallar eJ valor dc Vj de manera <lue la co- 

rj-ienie dc malla Ij sea ccro. 5o/. 16.8/133,2" V> 

En la Fig. 9-44 se ari.ide d generador V, a! circuito de la Fig. 9-42. Hallar d valor dQ Vj de manera que la co- 
rriente de malla Ii sea nuta. ^t/i. 42.9/144,5" V. 

5 



e 









4 




T 



/5 



-/I 



^i;> 



J J — irt" 



'J4 



Fig. 9-44 




A < B ^ 







9^7 



9^ 



En e! circuito de la Fig. 945 hallar el valor de Vj de ma- 
nera que la intensidad de la corriente que circule por la re- 
sistencia de 4 ohmios sea nula, Sol. 26,3/1 13.2". 

En d circuito de la Fig. 945 hallar las tcnsiones V^^, y Vgj> 
sabicndo que la tension en borncs del ^enerador es Vj = 
26.3 /113.2^ vollios. 
Sol. V^B = V,5 = 



f— WW- 



2 









i2 



18,5./6|J- ^'• 



949 



9-50 



9-51 



Hallar ia impedancia 2.,.„.r.««... u "" '^- ^'"^•^'^ *^* '^*' 

lias que se indica en la Fig, 9-46. Calcular d valor de f. Fig. 9-46 

median te esia impcdancifi de iransferencia, 

Sol. 12,Bi^:i38J.:; 0.782/38 Jl 

En d drcuito de la Fig. 947 calcular d valor de la tension^en bornes dd generador V, para que la intensidad 
dc corriente qut circule por d sea nula Sol. V^ = 4,/180l V. 

H.llar d valor de tension en bor.es dd generador V, de la Fig. 948 que produce una calda de tension cficaz 
ir\ ia restslenda de 5 ohmios igual a 20 vollios. Sol. 69.1 V, 



>5 



J2 



V 

10.^0 



0! 



-\W.V.*"— t 



... te 



J5 



01 



^2 



-AVv\W — I 






Fig. 947 



Fig. 9-48 



Capitulo 10 



Analisis de un circiiito por el nietodo 
de las tensiones en los nudos 

INTRODUCCION 

Mediante la eleccion de lazos cerrados o malias y la aplicacion de la segunda ley de KirchhofT, se 
ha establecido en el Capitulo 9 d m^todo de las corrientes de malla para la solucion de los problemas 
de circuitos. En este capitulo se llega a la misma soluci6n planteando un sistema de ecuadones deter- 
minado por la aplicacion deja primera ley de KirchhofT. Este metodo se llama m^todo de las tensiones 
en Jos nudos, 

TENSIONES EN LOS NUDOS 

Un nudo cs un punto de un circuito comun a dos o mas elementos del mismo. Si en un nudo se unen 
tres o mas elementos, tal nudo se llama nudo principal o conjuncion, A cada nudo del circuito se ie puede 
asignar un numero o una letra. En la Fig. 10^! son nudos A, B, 1, 2, 3 y I, 2 y 3 son nudos 
pnncipales. La tension en un nudo es la tensi6n de este nudo respecto de otro, denominado nudQ de re~ 
ferencia. En la Fig. 10-1 se ha eiegido el nudo 3 como nudo de referenda. Entonces Y,^ es la tension 
entre los nudos ; y i, y V^j la tension entre los nudos 2y3. Como quiera que las tensiones en los nudos 
se toman siempre respecto ae un nudo de referenda dado, se emplea la notacion V, en lugar de V 
y V2 en lugar de Vjj. ^^ 




Fig. 10-1. Nudos de una red 

El metodo de las tensiones en los nudos consiste en determinar las tensiones en todos los nudos 
pnncipales respecto del nudo de referenda. La primera ley de KirchhofT se apHca a los dos nudos prin- 
cipaJes / y 2, obteniendose asi dos ecuadones en las incognitas Vj y V^. En la Fig. 10^2 se ha dibujado 
nuevamente el nudo / con todas sus ramas de conexion. Se supone que todas las corrientes en lai ramas 
salcn del nudo. Como la suma de las corrientes que salen del nudo es cero 



Vi~V. 



+ ^ + ^ 



Vs 



^« 



^ 



U) 



Al establccer la Ecuacion (/J la eleccibn de los seniidos de las corrientes cs arbitraria (Veasc Pro- 
blems 10-1.) 
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I " -C 



©I 



F 



"■ ' • 



'• ■ »■ 



Zjj 






If 



I© 



Fir. 10-2 



Fig, 14-3 



Repitiendo el mismo proceso con el nudo 2 (Fig. 10-3), la ecuacidn que rcsulta es 
Agrupando en (/) y (2) los teminos en Vi y V^. se obtiene el sistema de ecuaciones 

Teniendo en cucnta que 1/Z =* Y, se puede escribir el sistema (3) en funcion de las admitancias 

(YA + Yfl + Yc)Vi - YcVa - YaV™ 
-YcVi + (Yc + YD + V£)Va = -Y^V, 



(J8) 



(5) 



(^) 



NUMERO DE ECUACIONES DE TENSIONES EN LOS NUDOS 

Se pueden escribir ecuaciones para cada uno de los nudos principales con la excepciin del de re- 
ferencia En consecuencia. el numero de ecuaciones es igual al de nudos principales menos uno, Dispo- 
niendo del metodo de las corrientes de malla y del de las tensiones en los nudos, la cleccidn de uno u 
ctro en cada caso particular depende de la configuracibn del circuito. En un circuito con muchas ramas 
en paralelo hay. nonnalmente, muchos mas lazos que nudos, exigiendo menos ecuaciones por tanto, 
de nudos para resolverlo (v6anse los Problemas 9-6 y 10-4). En otros casos, puede haber el mismo nu- 
mero de mallas que de nudos o haber menos mallas que nudos. En todo caso debe elegirse siempre el 
metodo que d^ menor numero de ecuaciones. 

PLANTEAMIENTO DIRECTO DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE NUDOS 

Un circuito con cuatro nudos principales exige para su solucion tres ecuaciones nodales. En no- 
tacion general el sistema es 



Y.tVi + YuYj + YisVs = Ii 
YaiVi + Y22VS -H YaaVa == I2 
Y31V, + YaaVa + Y33V8 = I9 



(5) 



El coeficiente Y„ se llama admitancia propia del nudo 1 y es la suma de todas las ^^rmtan^^^^^^^ 
nectadas ai nudo /. De igual forma, Y,, e Y,, son las admitancias de los nudos 2 y 3 respectivamente 
iguales a ta suma de las admitancias conectadas a los nudos 2 y 3. 



CAP. ,.J .N.u.^ OE ... . ,K. u,r„ «,K BL V„rODO O. tAS TEN.,0.:... ™ U.S S..OS ,23 

Dt iguai forma Y„ e Y Zn1!^rT,^-"'T,'""^'' """^ '" '^ P™"'" ''^ '^* Ecuadon.s If). 
des I, e I, son ?as Ll^rf^ "^ ' ^ '^ ""' '^^ ''" """*" * '^ "'^S"^ =' "'S""™. Las inr=r, • ia- 



Vii Yi3 Yi3 
Yit Y22 Ys3 
Yci Yaa Y33 






I2 



(tf) 



Las tensioncs en Jos nudos V,, V, y V3 vienen dadas por 



V. = 



I. 


Y« 


Yi3 


h 


Yn 


Y23 


r. 


Yaa 


Y33 



Av 



V. = 



Yn 
Y,, 

Y,i 



li 

h 



Y,3 

Y23 

Y33 



iy 



Va = 



Yu 


Y,2 


L 


Y,, 


Y22 


J2 


V3. 


Y33 


h 



iiV 



quc contiene las cornentes, se obtienen para las tensiones en los nudos las ecuadones siguientes: 



V, = 






V2 -. 1, 



l]2 



Ay 



+ I: 



+ Is 



m 






\Ay/ 



V3 ^ 



= <^) - Ktf) 



+ I3 



m 



(8) 
(9) 



U. d!;?™^"^"''' "!"* T"'^'' "'^'"'^'*' "^^ ^^^' ^^' y (^^ ^^" 1^^ componentes del fasor resultante de 

Ejemplo. 

^^^^^Escribir ].. ec.adones de las tensiones en los nudos dd circuito de la Fig. 10-4 y expresarlas .. forma ma- 




->4 



Flff.10-4 



mx* l^lT.lr!''''' ^ I'''™" '^f^rencia y numerar los nudos en la forma en q^^e ,e ha hecho en h figura. Suponer 
« obhene ' ^" '^'^''' '' ^''•'''" '^^ '°' "'''^°' ^ ^ ^' Aplicando la primcra ley de KirchhoJT a cada t^do, 



124 



ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. 10 



Ed el nudo /; 



X ^^ — • " ,jH ~r 



10 



En el Qudo 2: — L j. 

2 + jZ ^ 

Agrupando terminos, 



J5 



V2 y, 

3-j4 6 



2 + j"2 



= 



"(,2+72 j^' + (2T72^3^^'^6j^^=' 



5/0! 10/45'' 



10 



i5 



= 



(JO) 

(tl) 

US) 
US) 



En la matriz cuadrada que conliene las admitancias, Yn = 1/10 + l/JS + 1/(2 +^2} por comparaci6n 
con (6). Esio csti de acuerdo con la definicidn de Y^i como admitancia propia del nudo /. TamHcn Yi^ = Yji = 
— 1/(2 -^ J2) en concordancia con la definiciAn de coadmitancia, 

1 1 en la notacion general se defini6 como la suma de las corrientesi en el nudo /. De acuerdo con el conve- 
nio del signo, la corrieDte de la fuente de la rama izquierda tiene signo positive y la de la fuente de la segunda 
rama, que sc alcja de I, tiene signo negativo. Por lanto, I^ = (S/O^'VIO - f 10/45^ )//5. La corriente I2 en el nudo 2 
es cero, ya que no hay fuente alguna en las ramas conectadas con el nudo 2. 



ADMITANCIA DE ENTR/ DA 



Consideremos un circuito pasivo con dos terminates ex- 
ternos, como en la Fig. 10*5. La fuente de tntensidad l^ en via 
ia corriente por el nudo / y se supone que las posibles admi- 
tancias en paralelo de la fuente estAn incluidas en el circuito. 

Como no hay mas fuentes de intensidad en el circuito, la 
ecuaci6n de V^ es 



I ti 






Circuilo pasivo 


' _L 





Vi = 



^Al 



Ht7, 



(U) 



Fig, 10-5 



La admitancia de enirada, V„,,^,, se define como el cociente de la intensidad de corriente que circu- 
la procedente de una fuente linica existente entre dos nudos y la caida de tensi6n correspondiente entre 
am bos. De la expresidn (14), por tanto, 



V. 



Ii 



nEr^dq ( — 



ill 



En un circuito active, la admitancia de entrada se define como la admitancia que presenta cJ cir- 
cuito en los terminales dados cuando todas las fuentes intemas se hacen iguales a cero. Entonces, 



Vi = Iii^ 






7) + <»)(^) + <^ 



^") + 



= ii 



&) 



6 bien 



Y 



4dft 



^ Ii/Vi = Ay/All 



Por tanto, ia definicion de V^aiTAdu ^^ mantiene tanto para un circuito pasivo como para uno aciivo. 



ADMITANCIA DE TRANSFERENCU 

Una corriente que circula por un nudo en un circuito d& lugar a tensiones en todos los nudos con 
respecto al de referencia. La admitancia de transferencia es el cociente de la corriente que entra en un 
nudo a la tension resuitante en otro nudo, haciendose iguales a cero todas las demds fuentes. 



CAP. 10] ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS 

En d circuito de la Fig. 10-6, 1, es {a intensidad de corriente 
que entra en el nudo r y la tensidn resultame en el nudo s viene 
dada por 



US 



v; = (0)(^)..-+i<^)....M0)(^) 




Entonces, Y,r.„,f„«c«„ = I./V. = Ay/A„ Fig. 10-6 

Observese que el punto de retorno de la corriente de entmda se ha elegido como nudo de referen- 
da. Esto es precise hacerlo porque de olra forma la corriente apareceria en m^s de un termino en la 
ccuacion de V, y la definiciiin de Y„„,f„«^i. no seria vAlida. 

Utilizando las admitancias de entrada y transferencia, se obtiene el sistema de ecuaciones siguientes 
para Vj, Vj y Vg de un circuito de cuatro nudos principales: 



V V V 

'eatnda 1 '■Uan^ferencim 21 ^ trAn«fcr«ncU 31 



V, = ^ + — zl + 

'2 Y V V 

■■ trmjf erucife 1 2 * eitlrada 2 * trmaf crcnciA 32 

V — *1 L ^2 , I3 

V3 -" Y + y— — + ^ -■■■■ 

'^iruiiferenciH 13 ''iraiktfercneia 33 *cniradft3 

Si solo actiia una fuente de intensidad en la red, con todas las demas hechas iguales a cero, son evi- 
dentes las definiciones de las admitancias de entrada y transferencia. 

Problemas resueltos 

10-1 Escribir la ecuacidn del nudo 2 de las Figs. 10-7 (a) y 10-7 (A). 

Como lodas ias corrientes en la Fig. 10-7(a) se alejan del nudo 2, la soma de Us corrientes que salen del 
nudo es iguai a cero. 

tVs,-V,)/j2 + V2/IO + (V<i + 10lO^)/jb = 

o bien -(l/;2)Vi + (l/i2 + 1/10 + l/jSjV^ = -10/Of /j6 

En la Fig. 10-7(i) ta corriente de una rama va hacia el nudo 2 y las otras dos se alejan. Poniendo que !a 
corriente que entra es igual a la sum a de las que salen 

(Vi - V2)/;2 = V2/IO + (V2 + 10/0^ )/j5 

Agrupando lerminos Va/10 + ( V^ + 10^ ) / j5 + (V2"Vi)/j2 = 

obien -a/;2)V, -I- (l/;2 + 1/10 + l/j5)Va = -lO/Of/^'S 

Por consiguiente, puede hacerse cualquier elecci6n de sentido de las corrientes para escribir las ecuaciones 
de los nudos, ya que las ecuaciones que resultan son iddnticas. 





^*' Fig. 10-7 
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10-2 Escribir las ecuaciones de los nudos de ta Fig. 10-8 y expresar el sistema en forma matricial, 

Se han numerado los nudos en la forma que se ve en la figura eligi^ndose uno como referenda. Suponieti' 
do que todas las corrientes en las ramas salen de los nudos, se pueden escribir las siguientes ecuaciones de los 
Qudos ], 2 y 3: 

(Vi - Vj)/(-j8) + Vi/5 + (Vj-Va + lO/Of )/(3 + ;4) = 
(Va-ViVWa) + V2/IO + (Vj-V3-6Z01)/0"4) - 
V3/8 + (V3"Vi-10/0^)/(3 + ;4) + (Vs-Va + SZOf )/a4) = 
Agrupando t^nninos, 






3 - (-10Z0!)/(3 + j4) 



3 = (6Z0^)/(i4) 



En notaci6n macricial 



(=78 "^ B "'" 3+74 j ~\J1b) ~\^+li) 

\'^) (^"^10 + 74; 

"(3+74) "(74) (,8 ^74 "^3+74 J 



/1\ 



Vi 



S-^jiJ \ J4 J 



\3+j4y 



m 




I — VAV f-^WVV — I 



10/0" 



8 J* 

■^^ww — n^iT^ 




Fig, 10-8 Fig. 10-9 

10-3 Escribir el sistema de ecuaciones de los nudos de la Fig. 10-9 en forma matricial, 

Los nudos se han elegido en !a forma que aparece en el esquema. En [Y], Yn es la suma de lodas las ad- 
mi tancias unidas al nudo J, U/Z, + l/Ri + JioCi). Y^ e ¥,3 son la suma de todas las admitancias comuncs 
a los nudos i y 2 y a los ; y J, con signo menos; esio es, Y,2 = -(auCj) e Y^ = -{l/Ri). Los otros ter- 
minos de [Y] sc determinan de manera aniloga. 

La linica corricme de excitacibn en el circuito va hacia el nudo / y cs, por tamo, positiva, I, = V/Z^. 



-a) 





V 







-a) 







«; + «;+ ^'-^^ 



-(i) (k^-^'^t) 



T* ^ 




-* ~ 


Vi 




VZfl 


V2 







V3 







v* 







L 




_ 
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csta cond.c.6n, determiner R, y i. en fu„d6n de las otras ^ons.ames dd drcui?o " """""' 
de J2 '^ZT^^ '" """" " ■" °" " '^- ^' " '°™ '" '^'"'^'^ " ™ '=™i-' <te Z.. una .cnsidn 



Exprcsando Vj en forma de determinante c igualando a qero, 





Vi 




v./z, 




V2 


= 





)J 


V3 








i+'*^+^ 



-OuC) 



-a) 



-0'«C) 



;2^C + ~-+ ^ 






V„/2„ 








V3 =: 



= 



^ obtlt""^"'"" "''"''''^°' '''"' *^"' ""' ""^^' ^^^^°"^"^°'^ Po^ 1^« ^lementos de la tercera columna 



<V„/2,) 



~ 



Por tanto, 
de donde 



-1/R -j^c 



r-. 'f f ^''!!J^?*' ^' 1 "''""'' **"' '* ''^^''^° P*'' '^ '"^^'^° *i^ ^^« corrientes de malla en el Problema 9-6 dci 
Capnulo 9. Observese de paso que el nilmero de ecuaciones nccesarias para la 5oluci6n de] problema se ha re- 
duqido de cuatro a tres por cste proceditniento. 







^* 



^ 



■AWW — 



i-10j!P^ 






10 



B 



Fig. 10-10 



Fig. 10-11 



10-5 En d circuito de la Fig. 10-1 1 anterior determinar !a tension V^, por el metodo de Ins nudos. 

Con solo dos nudos principales, basta con una ecuacion nodal. Elegir ei punto B como referenda y es- 
cnbir la ecuacion del nudo /. Aplicando la primera ley de KirchhofT, la corriente I = lO/O" que entra tiene 
que ser iguaj a ias que salen: 

10/01= Vi/10 + Vi/(5 + ./2) y V, = 10/0' / (0,281 /- 14,r ) - 35.6/14,2° 
Como la corriente por la rama 5 + /2 es I = V,/(5_4 /2), la caida de tensi6n en la resistenda de 5 « cs 



^Ati - 1(5) = 



(5 + j2) 



35.6 /14.2° 
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10-6 Determinar la tension V^j en d circuito de la 
Figura 10-12. 

£1 circuito no tiene nudos principales. Sin embar- 
go, si se dige el punto B como referencia y ei punto A 
como nudo 1, se puede eschbir una ecuaddn supottien- 
do que la oorrieote sale de A por ambas ramas. 

V, - 10/0^ Vi - 10/90° 

— + -:-—!= =- ~ 



(5 + 3) 



(2 + j5) 



o hitn 






de donde 



2 + ;5 
Vaa = Vi = 11.8/55.05° 



5 J /* 

I — wvw — i — ^IKKT — I 



10/0° 



0t 



I WWA 

3 



10-7 Hallar la tcnsidn V.b en el circuito de la Figura 10-13. 




10/90° 



Fig.ia*12 



1 = 1QIQZ 



■M\\W ^A 

2 



}5 



jlO 



j^mt/^ 



B 



J4 



■^THRP- 



Fig. 10-13 

Las ecuaciones de los nudos son: 

En el nudo/: 10^0^ = (V, - V2)/2 + Vi/(3 + ;4) 

En el nudo 2: (Vj - Vi)/2 + V^/jS -I- Vj/jlO = 



X^ 



Agrupando terminos, 



Vi ^ 



2 
10/Of 






= 



-0,5 
(0,5 -A^) 



V^ = 



(0.62 " y0,16) -0,5 
-0,5 <0.5-/),3) 

(0,62 -A16) 10/^ 
--0.5 



6,83 /-31° 

0,267/ -87,42= 



= 21.8 /66.42^ 



5/Of 



A\f 



0,267/- 87,42^ 



= 18.7 /87.42' 



Vj es la icns»6a de A rcspecto de !a referenda. Como 1^ = Vi/(3 + ;4), la tensiin V^ respecto de la re- 
fereocia es 



Vj, = 



Il^0-4) ^ ''t^^ 0-4) = 17.45/93,32^ 



(3 + j4) 



(3 + ?4) 
Con lo que la lensiia V^g pedida es 

v.- = V^ - V„ = (18,7 /87,42° ) - (17.45 /93,32° ) = 2,23/34^ 
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104* HaJIar e. el circuito de la Fig, 10-U las inten.dades de corneBte I, I, e I 

To^ando el nude ; y el punto de .f.e.cia, en la fon^a ..al.da en la fig.; la ecuaL nod.! es 



Vj + lP0/120^o V, V, - 100102 

20 10 "*■ 10 - 



de la que 



Vi - 



200^0^ - lOQ /120^ 



= 50 - ;17,32 ^ e3 /-19j' 



Se calculan ahora las corrientes en cada rama, 

r. - (V.^:oozm^,/2o . (50 - ,17,32 - 50 ^ ,8a,6)/20 . 3,46^ 

I/. = V,/10 = 5,3/^19.1^ ^ 

Ic = (V,- 100/10 )/io ^ (50^;n32-lO0)/l0 = 5,3/-I60.9o 
Ob^^rvese que la suma de las tr.s corri.ntes que entran en el nudo de referenda es ig«al a cero. 
Ia i- la + Ic = 3,46/90.<^ + 5,3 /-19,l° + 5,3^-160.9° 

= ;3,46 + &,0 - jl,732 ~ S - yi,732 = o 



100 /120° (^ 




150 /120^ 



Fig. 10-14 




10 /<5° 



160^ 



10^9 Hallar las corrientes en las lineas I,. I, e I^ para el circuito de la Figura 10-15. 



dircctamente en el esquema, siendo igua] a las tensiones constantes dadas, Asi, pues, ' ^ ^^ '' '^"^ 

V, = 150/120: y Vj ^ -150/0;^ ^ 150/180_° 

Aplicando la prin^era ley de Kirchhoff a cada uno de los tres nudos, .e podrin caJcular las corrientes. 



En el nudo J: Ia ~ 

En el nudo de referenda: 1b - 
En el nudo 2\ l^ ^ 



_i_ ^' ~ ^'2 _ 300 /120° ~ 150/180° 

W 45^ = ^^^ 



10/45^ 10/.^^^ 
-V, 



10/45° 
10/45° 



1045^ 



150 /- 60° + 160/0° 
loZH^-^ = 26/^765 



10-10 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-16> Ir po- 
tencia suministrada por la fuente y ia potencit disi- 
pada en cada una de las resistencias del cir:jito. 

Tomando los nudos / y de referenda en la for la in- 
dicada en la figura, la ecuacidn nodal seri 

(Vi-50/0f)/5 + V,/jlo -t- V,/(3-;4) -^ 
de donde 

Vi - (10/0^ )li0^6llM: ) = 3<J J/-10.6'' 



300/180'^ - 150 /120^ 

10/45'* ~ 



5 , 



26 /-l$5 ^ 



50 



^©t 



!;io 




:-j4 



Fig. 10-16 
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HaJlando ahora las comcntes en las ramas, supuestos los sentidos dados en la figura; 
I, = (50/0! - VO/5 - (50/01 - 30,7/- 10.6^ )/5 - 4.12/119: 
1^ = Vi/(3 - j4) = (30.7 /- 10.6° )/{5tz.51^ ) = 6,14/42,5° 

La potcncia wiministrada por la fuenle es 

P= K/j cos = (50)(4,12) cos 15,9° = 198 W 
De la relaciin P = RI^, la potencia disipada en cada resislencia vale 

P, = 5il,f = 5(4.12)^ = S5 W y P, = Mh)' = ^6.14)^ = 113 W 
Obs6rve« que la potcncia total sumimsirada por la fuente es igual a la suma de las potencias disipadas 
por las dos resistencias del circuito, esto es, /*r = ^5 + 113 = 198 W. 

10-11 Deteminar, en el circuilo de la Fig. 10-17. las lensiones en los nudos J y 2 con respecto a la re- 
fcrencia elegida. 



50/0^ Q I 



4 

-wmt- 



:j2 



-wvw^ 



;-j2 



I M 50/90* 



Fig, 10-n 



Por 



simple inspcccidn se puede e«=ribir el sistema de las dos ecuaciones nodales en fonna matricial 






Vi 



'/BO/0^ 



de donde 



Vi = ' 



10 -0.2S 

j25 (0,75 + yO,5) 



(0.45-^0,5) -0,25 
-0,25 (0,75 +A5) 



(0,45-/1.5) 10 
-0,25 j25 



ia,5/56,3<' 
0.546/- 15,95° 



= 24.7 /72,25< 



V, ^ 



_ lS,35/37^ _ 33.6 /53.75° 
0.546/- 15,95= 



10^12 Dado el circuito dc la Fig. 10-18 y conocida la caida de tension Vo en la impedancia 2 - j7, de- 
bida a la fuente V„ hallar la relacion Vo/Vj. 

-i2 ,-5 

,|j i — nm^ 




l-jZ 



Fig. 10-18 
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Sc paede «o.ibir di™un,cn.e el ,«,™ d. ec„ado»« dc lo. «udos en fo™. „«uicial: 



Despcjando V^ 



—I L_ 



Vi 




Vt 1 

6-;2 


V2 







L J 




_ _ 



= V, ^ 



(0,506 ^yO,13]) yj{5~j2) 
J0,2 



(0.506 -A131) J0,2 

J02 (0,45 + 70.05) 






Por tanto. 



V, 



0,2 /-&0' 



= 0.1345 /^61.2' 



(5 -/2)(0.276/-7M 

^te cocicnte scUama/i^ci^;, ./^ /™«.>^«r/a d. r,?ftj,d;, y pcrmitc el cilcuio directo de la tension de sa- 
lida en la rama dada para una tension de entrada detenninada, esto es, V, = \,{0AUS l~6l2n 



10-13 Dados Jos nudos / y 2 en la Fig. 10-19, halJar Ja relaci^n V,/V,. 



I — wm/^ 




-mfm- 



J2 



;i6 




Tig, 10-13 

Us ecuaciones de Jos nudos. dadas en forma matriciai, son: 



de donde 






Vi - 






r 



(Vo/5) -0.25 
(0,35-y0,2)| 







(V^5)(0,403/-29,8°) 






(0,45 -70,5) (V^/5) 
-0.25 



_ (V,/5X0.25) 



Xi „ (V^/5)f0,4O3y-29,8")/Ay 



- 1.61 /-29.8^ 



^i (V,/5)(0,25),/Ar 

Orrfl io/«c/<J/i. Expresar cada una de las tensiones en los nudos en fundon dc los adjuntos. Puesto que 
^nL"r '' "^^ imcn^d^d, I, actuando sobre el circuito, V, = I.(A,,/4,) y V, = ia4.,/A,). &,- 



tonces, 



Ii(AiiMy) 
Ii(Ai2My) 



^ = < >>35 -jO.2 ^ 161/^29 8° 
Ai2 0,25 J.t>i/_jy:a_ 
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10-14 Hallar las tensiones de los nudos 7 y 2 en el circuito de la Fig. 10-20 mediante las adraitancias 
de entrada y transferencia. 



10 



JW^m- 



60/0^01 



j5 



;i4 



-jlO 



Fig. 10-2a 

La matriz de admitancias [y], para la elecciin de midos dada, cs 



m 



"(2) {2^sTh'^ ^ji6)_ 



(0,6 -A2) -0,5 

--0,5 mi^jom 



Entonocs, 



Y. 



(0,6 -A2) -0.5 
-0.5 {0,62 -/),06) 



0,194/- 55,5^ 



nir*4* 1 



»11 



{0,62 ~JOm 0,62 / -5,56= 

Ay 0.194 /- 55,5' 



- 0,3 13/" 49,94" 



^ iruuf^rencU 21 



An (-l)(-0,5) 



= 0.388 /- 55,5° 



£n el nudo /: 



V, = 



Ii 



I, 



Como en el nudo 2 no hay corrieutc, esto es, Ij = 0, tenemos 



Vi = 



U 



(SO/r )/IO 



Y.,^1 0.3!3/-49,94- 



= 15.95 /49,94° 



De igual forma, 



V, = 



Ii 



+ 



h 



(50/0^ )/10 

y;;;;;;:;:;:;;;:;, ^ y;,„^, ^ o:388Z^55;5: 



12.9 /55.5' 
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Problemas propuestos 

10-15 Detenninar eJ nUmcro de ecuaciones de tensiones en ios nudos que son necesarias para resolver cada uno de 
los circuitos de la Figura 10-21 (a-/). 





WW- 




(*) 



ib) 



(c) 





n-vwi — HW/h 



^|-r-H^ 



Tig. 10-21 



Soi (a) 3, {b) 5, {€) U id) 4, (e) 4. (/) 4, 




if> 



10-16 Esciibir la ecuacidn nodaJ para e) nudo dado en la Figura 10-22. 






0f 






«2 



i;uL 



Fis. 10-22 

I&-17 Dado d circuito de la Fig. tO-23 escribir las ecuaciones de los nudos y expresar el sistema en forma matricial, 
Esciibir despu£s, por simple inspecddo de la figura, la matriz [y] y coinpararla con la obtenida de las ecua- 
Clones. 

]0 

■ ■■IIBBIIIIB^/y^^^ III 



s/sQo Q I 




-/3 



Fig. 10-23 
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IMS En el circuito de la Fi^. 10-24 y con los nodos rcpresentados cscribir cl sistema de ecuaciones correspondicntes 
y ponerlo en forma matricial. Despyes escribir la matriz de impedancias [y] por simple iuspecciin y com- 
pararla con !a que sc obdene a parlir del sistema. 




-JE 




Fig. 10^24 



Fjs< 10-25 



10-19 El circuito rcprescntado en la Fig. 1(V25 anterior es un 
puente de Wien. Escribir las tres eaiaciones de los nu- 
dos y expre&ar ci sistema en forma matricial. Escribir 
dcspufes [K] directamenie y compararla con la obtcnida 
de las ecuaciones. 

10-20 Utiiizando el mctodo de los nudos, deierminar en cl 
circuito de la Fig, 10-26 la potencia suministrada por la 
fucnte de 50 voltios y la potencia disipada en las dos 
rcsistencias. Sol. 140, 80, 60 W. 

10-21 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-27, la tensi6n 
V^fl per el metodo de los nudos. Sot. 75>4 /55,2°V . 
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Fig, 10-26 
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Fijf. 10-27 
10-22 Determitiar, en el circuito de la Fig, 10-28, la tension Vj, 





'^1 60/21 



Fig. 10-28 

Sol. 43,9 /14.9° V. 



10-23 DetermJnar, en el circuito de la Fig. 10-29, la tensi6n en el uudo 7 y la comente Ip Suponer que la dircccidn 
de Ii es la que figura en d esquema, SoL ITJLdi^ V; 1,77 /135° A. 
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Fig. 10-30 



10-24 Utiiizando e! metodo de los liudos tiallar, en el circuito de la Fig. 10-30, la potencia sinninistrada por la fuen- 
te de 10 voltios y la potencia disipada en cada una de las resistencias, Sol. 36,7; 27,8; 6,66, y 2,22 W. 
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10-25 Hallar k potencia sumitiistrada al circuito de la Fig, 10-31 por la fueme Vi ^ 50/Of voltios. Hallar tambien 
la potencia disipada en cada una de las resisteacias del circuito. 
Sol. /» = 354 W; Pi = 256 W; F^ = 77,1 W; F^ =. 9,12 W; P^ = 11,3 W. 




M^i 



I ? T 



-;fi 



Fig- 10-31 Fig. 10-32 

10-26 Hallar, por cl metodo de los nudos, el valor de I, en el circuito de la Figura 10*32. Soi. 5/90** A. 

10-27 Deierminar, en el circuito de la Fig, 10-33, la tensibn eficaz de la fuente V para obtener en la resistencia de 3 
ohmios una potencia de 75 vatios. Sol 24,2 V. 
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Fig, 10-33 



Fig. 10-34 



10-28 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-34, cual debe ser la tension de la fuente V para que la tension en el 
nudo 1 sea 50/0^ voltios. Sol. 71,6 /- 30^2^ V, 



10-29 Hallar la iensi6n en el nudo / en el circuito de la Figura 10-35. 



SoL 179 /204.8^ V. 



a40 /-120^ 



240/0^ 
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w&o^ 



€^ 



I 5/351 



50 /-3Q° 
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Fie, 11^35 



Fig. 1«-S6 



10-30 Dcterminar, en el circuito de la Fig. 10^36, las intensidades de corrienie en las tres Jineas, I^, I^ e I^- 
SoL lO/6q\ 10 /-60° , to/180^ A, 

10-31 iCuil debe ser la iensi6a de la fuente V^ en el circuito 
de la Fig. 10-37 para que la corriente en la impedancia 
2 + ;4 sea nula? SoL 125^-^135^ V. 

10-32 En el mismo circuito del problema anterior, icuAl seri 
el valor de la corriente en larimpedancia 2 + /4 si V^ = 
100/30^ voltios? Soi 12J /-ir A. 

10-33 En e! problema anterior, ^cuiles son las potencias su- 
ministradas por las dos fuenies al circuito? 
SoL P^ = -90,6; P2 = 1000 W. 




Fig. 10-37 
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10-34 EI circuito de la Fig. 10-38 li*ne una corriente de entrada de intensidad Ii- La corrienw en la resisteacia de 10 
ohmios es Ij. Detertninar la relaci^n l^/lj. SoL 0,151 /25,5° ■ 
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Fig. 10-38 



Fig. 10-39 



10-35 Dticrmnar, en el circuito de la Fig. 10-39. la funcion de iransfe. encia de tensi6n Vo/V, por d inetodo de los 
ntidos. Soi 0,707/45^ , 

1(^-36 Detertninar la funci6n de transferencia de tension V„,/V, para el circuito de la Figura 10^. 
Soi 0.159 /-6I,4° . 
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Fig. 10-40 



Fig. 10-4t 



10-37 Utilizando el metodo de los nudos, obtener la tension a traves del circuito paralelo de ia Figura 10^1. 
Soi 72,2 /53,8° V. 

10-3« Determinar. en el circuito de la Fig. 10-12, las tensiones V,„ V.^ y V^^ por el metodo de los nudos. 
Sol. 35,4/451 V; 50/01 V; a3/_^l20:V. 
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Fig. 10-42 



10.39 En el circuito de la Fig. 10^3 hallar la iension en bomes de las impedancias en paralelo por e) mctodo de los 
nudos. Sol. 35 /-24>8° V. 




Fig. 10*43 



.1 .,r^ulto de la Fig 10-44, las tensiones ea los nudos V, y V, y la corriente en la fuente de 
1<M0 Determinar en el cir.m o '^^^l^'y'^^'^^.^^ y y. ^,44P%r V, 
10/30' voltios. Sol. 3,02,^5^ V, I, J4^__JiiJ_ ». i^^ — 
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KWl Detcrminar. en el circuito de la Fig. 10-45, la potenda disipada en la resistencia de 6 ohmios 
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de los nudos 



SoL 39,6 W 



por el mitodo 



■AW\W- 



2 >3 
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1020/01 



Fig. 10-45 

1(M2 En d mismo drcuito del problema anterior (Fig. 1CM5) hallar la inteusidad de comenle en la impedanda 
2 + y3 ohmios, con sentido positive hada ta derecha. SoL 1,73/40° A. 

1(W3 Calcular, en eJ drcuito de la Fig. 10^, la tensibn Vj que cumpta la condJd6n de que la corriente en la re- 
sistenda de 4 ohmios sea cero. Elegir un borne de la resisienda como nudo de referenda 
SoL 95, 4/-23.2° V. 




Fig. 10-46 

1(M4 En el drcuito del problema anterior se supone que Vj = 50/^ voltios y V2 es desconocido. Determioar Vj 
de forma que la corriente por la resistenda de 4 ohmio? sea nuia. SoL 26,2/113,2'^ V, 

I(M5 Hallar, en el drcuito de la Fig. 10-47, el valor de la tnten; dad I^ con el sentido dado en el esquema 
SoL 11.7 /112,9° A. 



ao/46' 




Fig. U-J 



10-46 E>eterminar, en el circuito de la Fig. 10-48, la relad6n de lasdos tensionesdc nudo Vj/Vj 



SoL 2.26 /96,35° 
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Fig, 10-48 
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1(W7 Calcular el valor de Vq en e! circuito dc la Fig. 10-49 por el m^todo de los nudos. SoL 1,56/128,7*' V, 
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Fig. 10-49 
1(M8 Det«nmnai;, en el circuito de la Fig. 10-50, las icnsioncs de los nudos V, y V^, SoL 18, 6/68,2° V. 
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Fig. 10-50 
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19-49 Hallar, en el circuito de la Fig. 10-51, el valor de Vj tai que reduzca su corriente a cero, Sol. 4 /180'' V. 
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Fig. 10-51 

10-50 Determinar, en el circuito de la Fig. 1 0-52, el valor dc ia corriente de exciiacirin I que da lugar a una tension 
V^fl de 5/30° voltios. Sol. 9.72 /- 16° A- 
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Teoremas de Thevenin y Norton 



INTRODUCaON 

Un circuito en el cuaJ todas las impedancias permanecen fijas, se puede resoiver tanto por el me- 
todo de las corritntes de malla como por el de las tensiones en los nudos. Coasideremos ahora el circuito 
dc la Fig. 11-1, en el que las impedancias Z^, Zj y Zj han de coDectarse sucesivamente al circuito. Al 
unir cada una de ellas se obtecdr^, segun cl metodo seguido, uoa matriz diferente de Z o Y y, en con- 
secuenciat habri tres soludones difcrentes. La noayor parte del trabajo engorroso que esto Ueva consigo 
$e evita si se puede remplazar el circuito activo por un circuito simple cquivalente. Este es el objeto de 
los teoremas de Norton y, Thevenin. 




1 



n 



Fif.n-i 



TEOREMA DE THEVENIN 

El teorcma de Thevenin estabtece que cualquier circuito lineal activo con terminales de salida Ay B^ 
tat corao el rcprcsentado en la Fig. ll-2((j), puede sustituirse (o equivale) por una fuente de tension V 
en scrie con una impedancia Z' [Figura Jl-2(£f)]. 





a ^ 


Circuito 
lineal 


• ** 








(a) 



(6) 



Fig. 11-2. Cimiito equiyftknti: de Thevenin 



- I . ^ ri.„.rtm V es la tension entre los terminales ^5 medida a circuito abier 
tcs intemas iguales a cero. 
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La polaridad de la tension equivalenie de Theveiiin, V, se dige de forma que la coniente en una 
impedancia que se conecte tenga el mismo sentido que si dicha impedancia se conectara at circuito activo 
original. 



Ejemplo 1. 

Dado el circuito de la Fig, 1 1-3 determinar e! circuito 
equivalentc de Thevenia con respecto a los terminales AB. 
Utilizar el resultado para hallar la corriente en las dos 
impcdandas, Zj = 5 - j5 y Zj = lO/pl, conectadas su- 
cesivamenie a los terminales AB y detenmnar la potencia 
a el las suministrada. 

En la Fig. 11-3 la corriente 

I = 50/0^ /(5 + ;5 - i5) = lO/O^ 

La tension V equivalentc de Thevenin cs entonces la caida 
de tension en la impedancia 5 + j5. For tanto, 

V = Vab ^ I(B + ;6) = 70,7/46° 
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Fig. 11-3 



La impedancia de entrada en los terminales AB t^ Z' -■ ^^^.^_L - 5 ;B. 

El circuito equivalentc de Tlievenin es el representado en la 1-ig, 1 l-4(fl) con la fuentc V dirigida al terminal A. 





Si se une la impedancia Z, a los terminales del circuito equivalente de Thevenin, se tiene la Fig. ll-4{i). En 
este circuito, 

h = (70,7/45^ )/(5 - j5 + 5 ~ J5) = 5/901 y P, - 5(/,)^ = 125 W 
Con la impedancia Z, en lugar de la Z,, Fig. lM(c), se tiene 

I, ,■= (70,7/45^ )/(5 - ;5 + 10) = 4,47 /63,43^ y P^ = mh)' = 200 W 

TEOREMA DE NORTON 

El teorema de Norton establece que cualquier circuito lineal activo con terminales de salida AB 
tal como cl representado en la Fig. X\-5{al puede sustitutrse (o equivale) per una fuente de mtensidad I 
en paralelo con una impedancia Z', Figura 11-5(6). 





(a) (b) 

Fig. U~5, Circuito e^uivalente de Norton 



CAP. U] 



TEOREMAS DE THEVENIN Y NORTON 



141 



La fuente de intensidad, l\ equivaiente de Norton es la corricnte en un cortocircuito aplicado a los 
terminales del circuito active. La impedancia Z' en paralelo es la impedancia de entrada del circuit© 
en los terminales AB cuando se hacen iguales a cero todas las fuentes intemas. Por consiguiente, dado 
un circuito lineal activo, las impedancias Z' de los circuitos equivalentes de Thevenin y Norton son 
identicas. 

La intensidad dc la corriente en una impedancia conectada a los terminales del circuito equivaiente 
de Norton ha de tener el mismo sentido que la que drcularia por la misma impedancia conectada al 
circuito activo original. 

Ejempio 1, 

Dado el circuito de la Fig, 11-6, determinar d circuito equivaleate de Norton respecto dc los terminales AB. 
Utilizar el resuitado para haJlar la corricnte en dos impedancias Z^ = 5 -jS y Z^ = 10/0^, unidas sucesiva- 
mente a los terminales AB y detemunar las potencias a etlas suministradas. 
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Fig. 11-6 



Fir. 11 -7 



En la Fig. 11-7, cuando se cortocircuita AB, T == 50/Q^/i-J5) = 10/90^. Al hacer la fuente igual a cero, 

f - ~J'5(& + J'6) _ ft ,'ft 
^ -5 + JB-J6 - ^'^^' 

El circuito equivaiente de Norton es el de la Fig. 11 -8(17). Observese que la corriente va hacia el tenninal A. 
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B 
Fig. 11. S 



B 



(c) 



sumims' 



Si se conecia la impedancia Z^ a los terminales del circuito equivaiente de Norton, se tiene la Fig. U-S(6). 
La corriente que pasa por Z, es I, = I'i _, , „ ) - 10 /&0° f -q_ .^q ) - 5 /&0^ . La potencia 

trada a Zj vale P^ = 5(/i)* = 125 W. 

Con la impedancia Z^ unida a los terminales AB se tiene [Fig. ll'8(c)] 

Ij = r(5 -y5)/(15 - ;5) = 4.47 /63,43° y P^ = 10(/j)^ = 200 W 



cmcurros equivalemtes de thevenin y Norton 

En los Ejemplos 1 y 2 se han aplicado los teoremas de Thevenin y Norton a dos circuitos id^nti- 
cos, obteniendose resultados iguales. Se deduce, en consecucncia, que los circuitos de Thevenin y Norton 
son equivalentes entre si. 
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Z' 



1 ■ 



Fig. 11-9. Circuitos de Thevenin y Norton 

rirH. t ^ '. T"" ^'' ^^' ^ntensidades son iguales, tendremos la siguiente relac^n entre 

la cornente eqmvalente de Norton y ia tension equivalente de Thevenm: t - V'/Z', 

lo. i!rr*^°^lT '^"^''"^ '^'f"°'' " '^ consideran las tcnsiones a circuito abierto en cada uno de 
los circuitos. En e de Thevemn vale V y en el de Norton. 2T. Igualando las dos tensiones, V = ZT 
o men l = V/Z como antes. 

comtJfl.t^ri'''' >' Th^^^^^\y ^^^^^'i ^0" eguivalentes para una sola frecuencia. Las impedancias 
comp^jas deJ circu.to act.vo se han reduddo a la impedancia equivalente Z'. La tension y la cornente 
qmvalentes se han obtenido en as impedancias complejas del circuito activo. Ahora bien, l^oZ 
toda impedancia depende de la frecuencia, se deduce que los circuitos de Thevenin y NoronTnegut 
valentes soiameme para ia frecuencia que han sido calculados. ^ 



Problemas resueltos 

11-1 Obtener el circuito equivalente de Thevenin del circuito aclivo de la Figura 11-10. 
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Fig. IMl 



La impedanda equivalente dd circuito se obtiene hacicrido la fuente igual a cero. Asi 

La corritnte J en el dn^uito abierto de ia Fig. 11-10 es T - (10^°)/(5 + 3 + ;4) - 1 117/^26 6° La 
tension a cmcuito abierto serd la caida eq la impedancia 3 +/4. ^.^i^^^-^M.. La 

V = 1(3 +j4) = (1,11 7 /- 26.6° lf5/53.r 1 -. 5.58 /26,5° 
por tanto, aJunenia haca el terminal A en el ciK^uito equivalente. tal eomo se rep^senta en la Figura H-li: 
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n-2 Obtener el circuito equivalente de Norton para d circuito activo de la Figura IMO. 
U m^pedanck equivalente es 2' = 2.5 -f A25. como se calculd en el Problema IM. 
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Fig. 11-13 



La corriente, entouces, I^ ^ lO/OVZ^ = (10/02 )/(6.352i2:) = 1.575 /- 23.2° . con lo que 



lencias, R^ - I ohmio, i?^ =. 5 ohmios y ^3 = 10 ohmios. a los lerminales ^5. Determiaar la 
potencia sumimstrada a cada resistencia. ^^wimmdr ia 
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Fig. 11-14 



Fig. 1M5 



Seobtiene el circuito equivalente deThevcnin. En la Fig. ll-Hlacorrientel = (20 ~ 10)/(5 + 15) - 5 A 
U caida dc tension en la resistencia de 5 ohmios es V, = (5)1 = 2,5 V. con la polaridad senalada/ ' 
La tension de A respccto de fi eg 

i^^. ^y' = io+Vi^ 12.5 V 

.0 de\" t'sfd: r; i? "^ "^'^•^^^ ^^"'"'^^' '^ ^^^^^^^^ ^' ^^ '^ ^-^^-^'^^ - p-^- 

-' - ^ = 3,75 

El cifxjuito equivalente de Tlievenin es el de la Fig. 11-15. Conectando ahora cada una de las tres resis- 
tcncias a Jos tcrmjnales AB, las potencias respectivas ser^n; 

Con Jf. = 1 a h = 12.5/(3,75 + 1) = 2,63 A y />. = (1)(/J^ « (i)(2,63)2 = 6.91 W. 

Con R,= 5 fl, /, = 12,5/(3,75 + 5) = 1,43 A y /*, = (5)(/,)^ = (5)(1,43)^ = 10,2 W, 

Con R, = 10 a /j = 12,5/(3,75 + 10) = 0,91 A y ^ ^ (10)(/3)» = (10)(0,91)^ = 8,28 W. 
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11-4 ObtcDer el circuito equivalente de Norton rcspecto de los terminales AB deJ circuitg de la 
Figura 11-16. 
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Fig. 11-15 



Fig. 11-17 



Apiicando un cortocircuito a los termiDales AB se liene para la corriente /' 

r = \OJS + 20/15 ^ 3,33 A 
La impedancia equivalente en los tenninaJes AB con las fuentes de tensiin iguales a ccro es 

r = 5(15)/(5 + 15) = 3,75 fl 
El circuito equivalente de Norton es el de la Figura 11-17. 

11-5 Hallar et circuito equivalente de Thevenin del circuito de la Figura 11-18. 
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Fie, IMS Fie.n-19 

A circuito abicrto hay dos mallas, como se ve en el esquema. La corriente I2 viene dada por 



la = 



6 + tS 65.8 /-17.4'> 
-j6 



5 -I- i5 -j5 

-7*5 8 + ;8 



279 /72,6^ 
S3.7 /7a.6^ 



= 3,33/0^ 



U tensi6n a circuito abierio es, pues. V^^ = {6)Ij = (6)3,33/01 = 20/0^ . Por reducci6n del circuito 



6 



Z' 



r_6(;5) 



^^+(2 + ;3)] 
+ ;5 J 



- 3,32 -f ;1,41 



El circuito equivalente de Thevenin es el representado en Sa Fig, 11-19 con V dirigido hacia el terminal A. 

11-6 Obtener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-18. 
PoDJcndo los terminales AB en cortocircuito, la corriente vale 



1* = r = 



5 + j5 65.8 /-17,4^ 

-ys 



5 + 36 -j5 

-;5 2 + ;8 



(-5 + ;50) 



- 5.58 /-23.14' 
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La impedancia Z' === 3,32 + Jl,4l, como se calculi en 
el Problcma 11-5. 

Como comprobaci^D, la tensi6n a circuit© abierto del 
circuito equivalente dc Norton en la Fig. 11-20 puede com- 
[>ararse con V dc Thevenin en el ProMema 11-5. 

V^ ^ rZ' = 5,58 /-23.14M 3.32 + /1.41> 

= 20,1 /- 0,14° 

En el Problema il-5, V = 20/01- 

11-7 Sustituir el circuito active de la Fig. 11-21 
por uno equivalente de Thevenin en los ter- 
minales AB. 

En el circuito abierto la corriente es 

I = 20/0_7(10 + 3 - y4) = 1.47 /17>r 

Por lanto, la caida de tensi6u en la resistencia de 10 Q 
es V,o = {10)1 = 14, 7/17,1° . 

La tensidn V^^ e$ la suma de las tensiones de las 
dos fuentes mis la calda de tensibn en la resistencia 
de 1 Q, con las polaridades senaladas en la Fig. 1 1 -22. 
Entonces, 
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Fig. 11-21 



V = V^ - 20/r - 10/45: - 14,7/17^r ^ 11,39 /264,4^ 

La impedancia 2' = 5 -I- |°{^~J"^) - 7^97 _ j2,16. 

10 + 3 — j4 

El circuito equivalente de Thevenin es el representado en la Figura 11-23. 
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11-8 Obtener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-21, 
Z' = 7,97 - y2,16f como sc calculi en el Problema 11-7. 

Aplicando un cortocircuito a ios terminales AB y eligiendo tas corrientes de malla en el sentido de las agu- 
ja$ del reloj, se tiene 



= I, = 



13 - J4 -20 

-10 {20 - 10/46° ) 



13 - ?4 

-10 



-10 
15 



_ 156/24^1° _ 139/279 70 



La Tuente de intensidad de NortoD, I', se dirige hacia el 
terminal A^ Figura 11-24. 

Comparando ta Censi6n V^e a circuito abierto de este cir- 
cuito con la tensi6n eqvivaJente de Thevenin V del Proble- 
ma 11-7, 

V^ = ZT = (8,25) /- 15,2" )(1 ,3 9/279.7" ) 
^ 11,45 /264,5" 
y V = 11.39 /264,4' 



1.39 /279.7' 



Z' 
8^6 /-lg.8° 



Fig, 11-24 



^B 
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n-9 En cl circuito active de la Fig. 11-25 hay una fuente de intensidad I = 5/301amperios. Hallar 
el circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB. 



5 /30° 



10 

JWWW- 



J6 




36 



11,2 /93.4" ^ 



B 



Z' 



4 + j3 



B 



FU. 11-25 



Fig. 11-26 



U impedancia equivalente Z en los terminales AB con la fuente reducida a cero esti fonnada por dos 
ramas en paralelo. En consccuencia, 

7/ _ (5 + J5){15 + j5) _ 4 4- ^3 
^ " (5 + j6 + lB4'j5) 

A circuito abierio. la corriente se divide entre las dos ramas, Hallando el valor de I^, scnalada en d dfa- 
grama, se ticnc 

Puesto que V^j, = V es ia caida de tensi6n en la impedancia 5 + ^5, 

V- = (5 +J5)I, = (7,07^451 )(l,585/48^) = 11,2/93,4° 
El circuito equivalente de Thevenin es el de la Figura 11-26. 



11-10 Hallar el circuito equivalente de Norton del circuito active de la Figura 11-25. 
La impedancia equivalente del circuito, calculada en el Problema 11-9, es Z' = 4 +^3 
Si se pone AB en corto en la Fig, 11-25 la intensidad 



^ 5 /36,9' 



de corriente es 

I' = ^m.°{dwh) = '•'*'^ 

El ciicuito equivalente de Norton es el dibujado en 

la Figura 11-27. 

A circuito abierto, el equivalente de Norton Uene 
una tensidn V« = 15 /36.9° X2,24/56^ ) = 11,2/9151. 
En cl Problema 1 1-9 la tension equivalents de Thevemn 
era V = U. 2/93,41 . 






r-^ 



T 
1 



Z' 

5^36Jlf 



Fiff. 11-27 



B 



11-11 Obtener el equivalente de Thevenin del circui- 
to puente dado en la Fig. 11-28. ^En que condi- 
ciones seri cero la tension a circuito abierio en 
los lemiinales AB'} 

Con la fuente de tension igualada a oero la impe- 
dancia equivalente en los terminales AB esti formada por 
la combinacidn en paralelo de Z, y Z* en serie con la 
combinacido en paralelo de Z^ y Zj. Por tanto, 



Z' = 



z,z 



2^3 



Zi + Z< ^ Z2-I-Z3 




Fig. U -28 
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A circuito abierto, ta fucnte V, cntrega las corrienles de intensidades Ii e Ij del diagrama. 
Suponiendo mayor el potencial de A que el de ^ se tiene 



v„z. 



Zj + Z^ Z2 + Z3 

= V r ^^^^ ~ ^^^3 

^[{Z|+ZJ(Z2 + Z3)J 



La t€nsi6n equivalente de Thevenin V es proporcional a 
la diferencia Z^Z^ -- ZiZ3. SerA V = cuando se verifique 
Z2Z4, — ZjZj. 



V 



■0! 



Z' 



Pig. n -29 



-•A 



-•B 



tl-12 Obtener el circuito equivalente de Thevenin del puente de la Figura 11-30. 



20/0° 










■* A 



-•B 



Fig. U -30 



Fig. 11.31 



La impedancia equivalente en )os terrainales AB con la fuente igual a cero es 

7' - 21(12 + J2 4) 50(30 + j60) ^ 474/268° 
33 4 iZl 80 + j60 ' '— ^ 

A circuito abierio, la comente en el lado izquierdo del puente es I, = (20/CL° )/(33 4 .;24). Enelladode- 

recho del puente, I^ - (20/0^ )/(80 + ./60). 

Suponiendo que el puiito A esti a un potencial mis alto que B teuemos 



V = Vab 



(20/0," }{12 + j24) (20/6f )(30 + j6Q) 
33 + j24 80 -i- j60 



[1,?:S 170.5^ 



. • ■* A^ lo F10 111? el circuito a la izquierda de los terminales ^a por su 

conectada al circuito equivaletite. 

U impedanca Z' puede obte„..e po. .educci6n del CcuUo. La impedancia 5 ^ /2 esti en paralelo 
con la resistencia de 5 Q, La inii^edancia equivalente es 



_ (5- j2)3 
-^1 ^ 8 - ;2 



= 1,9^-70,265 
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Fi^. 11-32 



A 



B 

m ^ 



-;2 



vOt 

2.16 /9.7° 




-;2 



Fiff. n-33 



A.hora Zi esti en seric con la impedancia ;5. Sumindolas 

Zj = 1,94 - ;0,265 + yS = 1,94 + j4J35 
Z' se determina combinando Z^ y la resistencia de 5 ft. Por tan to, 

(l,94+y4,735)5 



Z'^ 



= 3,04 /33.4° = 2,54 + jifil 



6,94 + ;4 J35 
Haliando el valor de I^ en eJ circuito abierto por el m^todo de las corrientes de malla, 



I. = 



8 - j2 10/30! 
-3 



8 - ;2 ~3 
-3 8 + ?5 



30/30° 
69,25 /20,3^ 



= 0,433/9J^ 



Entonces, la tcnsi6rt a circuito abierto es Ja caida en la resistencia de 5 Q. 

V ^ l3(5) = (0.433^^ )5 = 2,16/9,7° 
Si se une ahora, Fig. 11-33. la impedancia 2 - j2 al equivalente de Thevenin, la corriente buscada cs 
I = V'/(Z' f 2-~j2)= (2,16/971 )/(4,54 -;0,33) = 0,476/13,87° 

11-14 Detertninar, en el circuito de la Fig. 11-34, una tensi6n V, tal que la corriente que circule por 
)a impedancia 2 ^- j3 sea cero. 






30/0° 




i:i 3/*i. - tJ.t'V,^ 




Fiff.U-34 



Fig. 11-35 



Se aplica el teorema de Thevenin al circuiio dado y se obtiene la tension equivalerite medida en los ter- 
minates AB. A circuito abierto, las dos corriente? son Ii - (30^(f )/(5 +j5) c Ij - Vj.lO. 
Suponiendo que r.l pot<-Ticial de A es mayor que el de B, se ticae 

V = V,, = (;-5)Ii - (6)1, - (;-5)30/0:/(5 + j5) ~ V,(6VlO = 21.2/451- 0,6Vj 
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La cornenle en el circuito equivalente de Thevenin de la Fig, 11-35 es cero si V = 0, Por tanto, 

= 21,2/4r - 0,6Vi y V^ ^ 35.4/45^ 

Npta El valor de U unpedancia Z' en la Fig. 1 1-35 no hace faJta en este problema, dejandosc su cAlcu- 
!o al lector como ejerdcio. 



11-15 En el circuito de ta Fig 11-36 deterniinar el valor de la fuente de tension Vi para el cual la co- 
rriente en la fuente 20/0'' voltios es nuia. 



I — mw- 



S\ 



JS 






|J5 



\(~) 



20^ 



B 



i0jy4 /:iA \ y\ 




£0/0^ 



Fig. tl-3S 



Fig. 11-37 



Se obliene el equivaiente de Thevenin para el circuito active 3 la izquierda de los terminales ^S. A cir- 
ctiito abierto, hay dos corrieates dc malla Ij e I2- Hatlando d valor de Ij, 



Vl 5^yo_^ 





5 + j5 


V, 


In ^ 


-}5 





*2 


5 + j5 


-jf'5 




-;5 


8 + jS 



83.6 /72,6^ 



La tension a circuito abierio es ahora la caida en la resistencia de 6 fl, (6)13. 

Vi 5^90: 



V = (6) 



33,6/72.6 



^ - (0,359 /17,4^ )V, 



Si se cotiecta el circuito equivaiente de Thevenin a los terminales AB, como en ia Fig. 11-37, es evidenie 
que para una corriente cero, V' ticne que ser igual a la otra fuente, esto es, V = 20/0° . Por consiguiente. 
(0,359/1 7,4^ )Vt = 20/gi, de donde V^ = 55.7 /- 17,4^ 

La nota final del Problenna 11-14 es ian:ibien aplicable a este. 



11-16 El circuito activo de !a Fig. 11-38 liene tres im- 
pedancias Zj - iO/30°, Z^ = 20/0^ y Z3 - 5 -y5, 
que han de conectarse sucesivamente a los ter- 
minales AB. Determinar la potencia disipada en 
cadii unu dc cllus. 

S^ iustituye el circuiro por su equiv^tJerrtc de The- 
venin en los terminnles AB y s^. xmm las iinp^jdaocias 
al circuito equivalente. 

Para calcular la impedaucia de enuada se eligen tres 
corrientes de malla como &i una fuente alimentara en- 
trc .4 y 5 en la lonna indicada en la Fig. 11-39. Enion- 
ces, la tmpedancia de entiada Z^^iu^d^ 1 ^^ ^ ^^^ ^^^' 
cuilo de Thevenin. De Sa dcfinicion de Z.^j,^^, se tiene 



50/1^ 

■<E>- 



-M^AA^^ 



"T 



J5 



11 



5 



;10 



Fie. 11-38 



10 

-WVWV^ 1 
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- 1456/121* 



(5 + j5) -5 (5 + ^5) 

-5 (10 + jlO) (-S-jlO) 
(5 + J5) (-5-jlO} aS + ilS) 

{10 + ;10) ("5-jlO) 
(-5 - jIO) (16 + yi5) 

Sustituyendo Z' ^ Z^„i„j, , = ii^i„ = 1455 /121° /2ia,5 /69,4° = 6.82 /51,6° = 4,23 + j5,34 



»u - 



= 213,5 /69.4° 



^ 



— vwvw- 






no . 
^TRKP 



j6 -:; 



— ^ t^ 



I. 



10 



^AWW- 



60/Of 



e 



■AWVW- 
e — 



>i 



— tMW^ 






>1 



.zn^r;T?\± — I — 



10 



U^nS^i—J WWW 1 

Fif. n-40 



Fig. U '39 

En el circuiEo abieno hay dos corhentes de malia I, e I^, Fig. 11-40; las intensidades son 

50 5 

65S /26,6<' 



Ii = 



50 



15 + ;5 



I, = 



10 + jlO B 

5 15 + ;6 

10 + ;10 50 

5 50 



213,5 /69.4° 



= 2>62 /-42.8' 



558 /63,4^ 



== 2,62/-6' 



JJ.4 /-&9.4 




A 

->^>- 



A, 213.5 /69,4^ 

Abora bien, la tensidn equivalente de Theveain V es 
la tension a circuito abierto V^„ suponieodo cl punto A 
a UQ potencia] mis alto que el de B. En la Fig. 11-40 la 
caida de tetisi6a en la resistencia de 5 Q en la rama central 
y en la reactancia 7*5 en la rama inferior se han marcado 
con sus polaridades instantilneas. Entonces, 

V - V^^ - Ii{5) - l,C/'5) 

= (2.62 / -42.8° )(5) - a,62/-6° )<5/20:) 

= 23.4 / -69,4 '^ 

El circuito equivalente de ThevenJn $e ha representa- Pig. 11-41 

do en la Fig. 11-41 con la impedancia de carga Z^ conec- 
tada a los terminalea AB. 

Sustituyendo los valores dados de Z^ en I = V7{Z' + Z^) se obtienen las corrientes y las potencias pe- 
didas. Par tanto. 

Con Zj, = Z, = 10/30" = 8,66 -i- p. 
23.4 / -69.4^- 



B 



I. = 



(4,23 + 7*5,34 + 8,66 + /5) 
Con Zi - Zi = 20/0: r 

23.4 /- 69.4° 



:^ = ^^^^"^LzMX y ^1 =^ Re Zi(/ir = (S,66K],414)* = 17,32 W 



fj = 



(4,23 + y5,34 + 20) 
Con Zj, = Zj = 5 - ;5, 

23.4 /- 69.4° 



I. = 



(4.23 + ;5,34 ^ 5 - ;5) 



= 0.940 /- 81, r y P: = (20){0,940)' =^ 17,65 W 



= 2.54 /- 71. 5° y P^ = {5)(2,54)^ = 32,3 W 
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Problemas propuestos 



U-17 Obtener el circuiio equivalents de Thevenin en los terminales AB del circuito activo de la Figura !M2 
Sol. Z' = 9,43 Q; r = 6,29 V (B+). 

11-18 Obtener cJ circuito equivalerite de Norton del correspondiente de la Figura 11-42, 
Soi Z' - 9,34 Q; /' = 0.667 A. 



30 V 



£ 



12 V 



\W^^|||-«. 



-^B 



^■■^^^^^^^ 



50 V 



5 



2 
JVWVW^— ^ 



I 



B 



iu V 



Fig, 11^42 Fig, 11-43 

11-19 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminales AS del circuito activo dado en la Figura 1M3, 
SoL Z' - 1,52 n; F ^ 11J8 V {B+l 

11-20 Hallar e! circuito equivalente de Norton del circuito de la 
Figura 11-43. Sol. Z' = 1,52 Q; /' - 7,35 A; 



U-21 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminales 
AB del circuito puente representado tu la Figura 11-44, 
SoL T = 55,5 n; V - V. 

11-22 En el circuito del problema anterior %t sustimye la rcsis- 
lencia de 500 ohraios por otra de 475 ohmios. Determinar 
el circuito equivalents de Thevenin. 
Sol T = 55,4 Q; r = 0,0863 V (^ + }. 



24 V 




Fig. 11-44 



11-23 Utilizar el teorema de Thevenin en el circuito puente de la Fig. 1M5 para hallar la desviacibn de un galvand- 
metro coneciado ^ AB con una resi&tencia de 100 ohmios y una sensibilidad de 0,5 microamperios por mili- 
metro. Sol. D ^ 19,5 cm. 



10 V 




eo/o^Qf 




1000 



-;400 



Fig- 11-45 



Fig. 11-46 



11-24 Hallar e] circuito etjuivalente de Thevenin en los terminales AB del puente de altema de la Figura IM6. 
Sol. Z = 88,7 /11,55° Q- V = 0,192 /^43,4° V. 

11-25 Utilizando et teorema de Thevenin hailar la poiencia disipada en una resistencia de 1 ohmio conectada en los 
terminales AB del cirouiio de la Figura 11-47. Soi 222 W. 
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l!-26 Rcpetir el Probiema 11-25 ulili/ando el circuito equivalente dc Norton. 



-ya 



3 -'^ 

— v^v — I [ — I — yvm- — lf-» A 



lO/Of 



01 



10 /lO i& 

j-Mftw — ^w^-i — nM^ •A 



?2 



10/0^ 







Fig. U .47 



Fig, 11-48 



<B 



n-27 Obtcner e) circuito equivalente de Thevenin ea los cerminales AB del circuito active de la Figura 1 M8. 
Sol. T - 10,6/15: Q; V - 11,17./-63^V. 

11-28 Halkr el circuiio equivalente de Norton en !os terminales AB del circuito de la Figura 11-48. 
Sol Z - 10.6/451 n; I = 1,05 /251,6' A. 

11^29 Utilizar el teorema de Thevenin para ba!!ar la potencia disipada en una impedancia de 2 + 7*4 ohmios conec- 
tada a los terminales AB del circuito active de la Figura 11-49. Sol. 475 W. 

11-30 Repetir el problems anterior uiilizando et teorema de Norton. 
I — vw^^-'TJ^r^-i — WW 1( 

3 j'4 6 ■ 

*A 



-;6 



lOO/O^ 



et 



J!... 



I (^ 60 /-SQ' bl^ (^ I 




Fisr. 11W 



Fig. 11-50 



11-31 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB de! circuito active de la Figura 11-50. 
Sal. Z' - 5,55/(r n; V = 5.9/16,4^ V. 

11-32 Determinar el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-50. 
Sol. T - 5.55/0: n; r = l,0^/i6,r A. 

11-33 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en ios teiminales AB del circuito active de la Figura 11-51. 

Soi U - 2,5 ^ /12,5 Q: V - 25v%:45: V. 

U-34 Hallar el circuito equivalente dt^ Norton del circuito de la Figura 11-51, 
Sol. Z - 2.5 4. 7i2,5 n; I' - 3,77/;~33 J^ A. 

11-35 En el circuito de Ja Fig: 11 52 hallar la corricnte que pasa por !a impedancia 3 + y4 ohmios sustituyendo, en 
primer lugar el circuito en los terminales A3 por su equivalente de Thevenin. 

Sol, Z =-- 3,51/45^- n: V - 70.7/1^.1 V; I - 8,3/S5X A. 






;5 






Su.L'O-' 






:5 



r 




iQsoioi 



Fig. 11-5! 
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11-36 Repetir el problema anterior utilizando d teorema de Norton. 
Sol. Z' = 3,53/45^ ri; 1 = 20/90" A; I = 8,3 /85,2° A. 

11-37 En el circuito de ia Fig. 11-53 una fuentc de intensidad de 15/54" amperios alimenta en los terniinales senala- 
dos en el csquema. Sustitujr el circuito, en AS, por un circuito equivalente de Thevenin. 
Sol. Z' = 11,48 +yi,i9 Q, V = 28, 6 /83 >8^ V. 

11-38 Obtener el circuito equiva]t:nte de Norton en los lerminales AB del circuito de la Figura U-53. 
Sol. U - 11,48 +yi,19 li; f - 2,47/77^ A. 



I ^ 16/45 




Fig. 11-53 









je 



■Nm- 



■*A 



-J8 



Fig. 11-54 



-•B 



11-39 Obtencr cl circuito equivaJente de Thevenin en los tenninales AB del circuito de la Figura 11-54, 
Sol TJ = 5.34/^49.8^ i\\ V = 43.3 /^70.6° V. 

11-40 Obtener d circuito equivalentc de Norton de la Figura 11-54. 
Sol Z = 5,34/-- 49,8^ Q; I' = 8,1 /~20,S° A. 

11-41 Utilizando el teorema de Tncvenin hallar la potencia disipada en una impedancia Z - 10/60^ ohmios conec- 
tada a los terminales AB del circuito de !a Figura 11-55. Soi, 23 W, 

11-42 Repetir el problema anterior empleando cl teorema de Norton- 



ao /-90° 



I — 



10 



^^*^MA* '■ " ■ " * A 



,i2 



^B 






I — 



[jlB 






-•A 



-*B 



Fig. U-55 



Fig. 11-56 



11-43 Obtener el circuito equivalentc de Thevenin del cir- 
cuito activo de la Figura 11-56. 
Soi Z' = 5.09/- 82,5^' Q; V - 4^,2/- 57,51 V. 

11-44 Hallar el circuito equivaknte dc Norton del circuito 
de la Figura 11-56. 
Soi Z' - 5.09 /- 82,5 ^ fi; 1' = 9,05/25^ A. 

11-45 Delerminar el . ircuilo equivalentc dc Thevenin en los 
terminaies AB -Jc! circuiio activo de la Figura 11-57. 
Sol. Z' = 6,2/51,810; V - 62,6/ 44,17' V. 



j^i — 1 — v\w — n^r^ 



lO/O 



B 



Fig. 11-57 



I, 



■/ID 



-^I. 
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11-46 Obiener el circuilo eqiiivalenie de Norton de la Figura 11-57. 
Sol. Z = 6,2 /51,8^ n, i = 10J /-7,63° A. 

11-47 El circuito activo de la Fig. il-58 contient una fuente de intensidad de 4 /45" amperios y una fuente de tensi6n 
de 25/90" voltios. Hallar ei circuito equivalent* de Thevcnio en los terminales AB. 
SoL Z = 3,68/36° Cl; V = 22,2/981V, 

11^ Obiener e! circuito cquivalente de Norton del circuito de la Figura 11-58. 
SoL Z = 3,68/36^ £1; I' = 6.03/6^ A, 




5 



20^^)1 



-*»I 



B^ 



10 



-»-I 



Fig. 11-58 



Fie. n-59 



11^9 Hallar cl circuito equivalente de Thevenin en los terminales /IB del circuito activo repre&entado en la Figura 11-59. 
Sot. Z = 3.47/6,85- fl; V = 31,2,^21 V. 

11-50 Obtener el circuito cquivalente de Norton del circuito de la Figura 11-59. 
Sol. Z = 3.47 /6.85° fl; I' = 9.0/0: A. 



Capitulo 12 



Teoremas generales de circuitos 

INTRODUCCION 

Los metodos de las corrientes en las mallas y de las tensiones en los nudos permiten resolver la mayor 
parte de ios probtemas de circuiios. El estudio de los teoremas de Thevenin y Norton en e! Capitulo 11 
ha demosirado tambien su eficacia en el ahorro de tiempo de los calciilo^i nuniericos necesarios en el 
caso de que ha /a que conectar, separadameiite, a un par de termmales diversas impedancias. Analoga* 
menie, los teoremas que van a estudiarse en este capitulo tienen como objeio simplificar la resolucion 
de algunos tipos especiales de problemas de circuitos. Desde este punto de vista, pucde considerarse 
esle capitulo como una ampliacion del Capitulo It, 



TRANSFORM ACION DE ESTRELLA-TRIANGULO {Y - A) 

El circuito pasivo de ires lerminales formado por las tres impedancias Z4, Z^, Zc, dispuestas en 
la forma representada en la Fig. 12-1(^0. consiituyen lo que se llama una conexion en tnangulo (cone- 
xion-A). Se llama conexi6n en estrella (conexion- Y) al circuito pasivo de tres termmales formado por 
las ires impedancias Zi, Z,, Z3, conectadas en la forma representada en la Fig. 12-1(/?). Los dos circuitos 
son equivalentes y sus respectivas impedancias de entrada. salida y iransferencia son iguales. 






z, 


Z3 










• 


V, 


5 


r 


Vo 



(a) 



(b) 



Pig. 12-1 



Sea \\ la tension de entrada y V^ la correspondiente lension tie salida en cada uno de los circuitos^ 
Elijamoa la corricnte de enlriida, Ij, y de salida, ly, con el sentido de las agujas del reloj en Jos dos cir- 
cuitos y sea Ij la corncnie en la malt a ccntrul de la conexion- A, con el sentido ma read o. 

La forma matrieial del si stem a de ecuaciones en las corrientes de ma! la dei circuito de conexion -A es 
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I lu 


J 


„-v. 
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Las irapedancias de entrada, salida y iransferencia son 

/ 

*^cnirada 
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All 



Z^Z 



AlJB 



7 
7 

^^Ejansftrcnci 






Za + Zb 

2bZic 

Zb + Zc 



a 13 



E! sistema de ecuaciones en las corrientes de malla del circujio con conexion-Y, Fig, l2-\{b), son 



Zi + Za —Za 

"-Z2 Zj + Z3 









^^ _^ Z1Z2 + Z1Z3 + Z2Z3 



Las impedancias de entrada, salida y transferencia son 

7 

7 

IguaJando la$ impedancias de los circuitos en tridnguto y en estreila se tiene, 

Z^Zb _ ZiZa + Z.Z, + Z2Z3 

Z^ + Zb Zs + Z3 



Ai, 


IL-i + Z3 


A* 


_ Z]Zi + Z1Z3 + ZgZa 


^22 


2, + Z2 


A, 


_ Z1Z2 + ZlZ.T + Z2Z3 



iisii- 



b£jC 



Ci& + Zc 



ZtZa + ZiZ.') + ZaZj 
Z1 + Z2 



{/} 
{2) 



ry Z1Z2 + Z1Z3 + Z2Z.I 

^' = z; 

Sustituyendo en (/) y (2) la expresi6n de Z^ en (J) y despejando Z^ y X^ resulta 

(i\ 7. — ZjZs + ZjZj + Z2Z 3 ^^'^ 7^ — ZiZ2 + Z1Z3 -f Z2Z3 

Z3 2i 

For consiguiente, la conexion en estrella de Zi, Z^ y Z3 puede susiituirse por la conexion en iriingulo 
de Z^, Zfl y Z^, de acuerdo con las Ecuaciones (i), {4) y (5), 

Para hacer la transforraaci6n de A a Y se suman las ecuaciones (J), {4) y (5) y se halla la inversa. 



ZiZi^Z^ 



CiA + Zb + Zc 



(Zi22 + ZiZa + ZzZa)^ 



m 



Multiplicando ahora el primer miembro de {6) por Z^Zg y el segundo miembro por las expresiones de 
Z^ y Zj en [4) y (J), 



Za + Zs + Zc) 



^ZaIb 



ZiZ2Z3 



(Z.Zb + Z1Z3 + Z^lzf 



Za% + Z,Z,i + ZjZaN /Z.Za + ZiZi + Z2Z3 



0(^ 



) 



de donde 



Zi = 



Za + Zfj + Zr 
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Operando en forma an^loea sc pueden hallar las expresiones para Z; y Zj en funcion de Z^. Z^ y Zc- 
Seguidamente presenlamos una recapitulacion de los rcsultados complcLos de las transfoiniat:iones 
estrefla-irianguio e inversa. 



Za = 



TransformucioTt Y ^ A 

ZpZ^ + ZtZn + Z2Z3 



£^\/a'1 "I" AlZ-; + Z2Z3 



z.; 



Zc = 



£i\£j-i H" Ij\£a'\ + ZoZ; 



z, 




Trans rormacion A -► Y 

Zj = 

Z5 = 



z^ 


+ Zb 


+ Zc 




Z,^Z 


r 


z. 


+ Zb 


+ Zc 




ZbZ 


c 


z. 


+ Zb 


+ Zc 


Zfl 


3 






Fig- 12^2 Fig- 12-3 

Para delerminar las relaciones anteriores son utiles las siguienies reglas mncmotecnicas. 

Transformacion estrella-triangulo. 

Cualquier impedancia del circuito en A es igua! a la suma de Ids productos de todos los pares 
posibles de impedancias Y dividida por ia impedancia opuesta del circuito en Y. 

Asi, por ejempio, en la Fig. 12-2. Z^ vii^ne dada por la suma de los tre^ productos binarios dividida por Z^. 
que es la impedancia apuesia del circuiio Y, 

Transformacion iriangulo-estrella. 

Cualquier impedancia del circuito en Y es igual al producto de las dos impedancias adyacentes 
del circuito en A dividido poi la suma de las tres impedancias de dicho circuito. 

Asi, por ejemplo, en la Fig, 12-3. Z^ viene dado por el pToducto Z^Z^, impedancias A adyacentes, dividido 
por la suma de tas tres impedancias del circuito A 



TEOREMA DE SUPERPOSICION 

El leorema de superposicion establece que la respuesta en cualquier elemento de un circuito lintai 
bilateral que contenga dos p mas fuenies es la suma de las respuesias obtenidas para cada una de las 
fuenies, actuando separadamcnte y con todas las demas fuentes iguales a cero. 

Esie principio de superposicion estaba realmente implicito en los dos metodos de analisis por las 
corrientes en las maltas y las tensiones en los nndos. Dtchas corrientes y las tensiones venian determi- 
nadas por cocientes de dos determinantes (veanse Capitulos 9 y 10). El desarrollo de los determinantes 
del denominador por los elemcntos de la columna que contiene las fuentes da lugar a ecuaciones del 
tipo siguiente; 



I, = \'A'^ 



+ v.^ + v.^ f 

^z iz Az 



(^) 



Vi = Ii— ~ + U^— H-'Ia-;— + 
^y av dv 



m 
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Los terminos de (7) son las intensidades componentes de la corriente de malla I^ debidas a las ten^ 
siones de aliraentacion Vi, V^, etc. Los terminos de {8) son las componentes de la tension de nudo \\ 
debidas a las corrientes de excitacidn Ij, Ij, etc. 

Si se eJigen las corrientes en las mallas de manera que todas las fuentes esten en ramas no acopladas, 
los terminos de (7) serin identicos a las corrientes que resultarian si las fuenies actuasen separadaraente. 
De forma analoga, si las fuentes de intensidad de un circuito que ha de resolverse per el metodo de los 
nudos tienen el mismo punto de retorno, lomando este punto como referenda, los terminos de (8) seran 
identicos a las tensiones que se tendrian en los nudos si cad a fuente actuase separadamente. 

El principio de superpostcion se aplica para delerminar las corrientes y las tensiones en los nudos 
que eslan relacionados linealmente con las fuentes que actuan en el circuito. La poiencia no se puede 
hallar por superposicion, ya que la relaci6n entre la potencia y la corriente o la tension es cuadritJca, 



TEOREMA DE RECIPROCIDAD 

EI leorema de reciprocidad establece que en un circuito lineal, bilateral, con una sola fuente, la re- 
laci6n de la excitacidn a la respuesta cs constante al intercambiar las posiciones de excitacion y respuesta. 

El teorema se puede demostrar en el caso de corrientes en las mallas con una fuente ijnica de ten- 
sion en el circuito, considerando la ecuacion siguiente para la corriente de malla I, 

Sea Vj la unica fuente en el circuito. Entonces, 



i 



a 



El cocienle de la excitacion a ia respuesta es 



Ir Asr 



Ahora bien, al cambiar las posiciones de la excitacion y la respuesta, la fuente sera V^ y la corriente I^. 



Ars_ 

A 



i 



La relacion excitacion-respuesta es, ahora, 

s tArs ^ ^ 

Las dos impedancias de transferencia de (9) y (70) son iguales en todo circuito lineal bilateral, ya 
que en tales circuitos la matriz de impedancias [Z] es simetrica respecto de la diagonal principal y los 
adjuntos A,, y A„ son iguales, Por tanto, ia corriente en la malla r originada por una fuente de tension en 
la malla j cs igual que la corriente en la malla j cuando la fuente de tension se traslada a la malla r. 
Debe observarse que las corrientes en otras partes del circuito no se mantendrdn iguales. 

El teorema de reciprocidad se aplica tambien a circuitos que contengan una sola fuente de mten- 
sidad. En este caso, el teorema establece que la tension resuttante en un par de terminales m n origmada 
por una fuente de intensidad que actiia en los terminales a b t^ igual a la tension en los terminales a b 
cuando la fuente se traslada a los terminales m n. Debe observarse que las tensiones en otros puntos del 
circuito no se mantendrdn iguales. (Vease Problema 12-9.) 
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TEOREMA DE COMPENSACION 

Una impedancia Z de un circuito, por la que circuJa una corriente de intensidad I, liene una caida 
dc tension ZI. De acuerdo con el teorema de compensacidn, esta impedancia se puede sustituir por una 
f.c.m. de compensacion, cuyo modulo y fase scan las de ZI, De igual modo, si la tension en bornes de 
un elemento o rama de un circuito que contiene una impedancia Z es V, dicho elemento o rama se puede 
sustituir por una fuente de intensidad I =: V/Z. Las corrientes y tensiones en todas las demJcs partes 
del circuito pcrmanecen invariables despues de la susiitucion de la fuente de compensacion. El teorema 
dc compensacion recibe tambien e! nombre de teorema de susiitucion. 

En la Fig. \2-4{a) una rama de un circuito contie- 
ne las impedancias Z^ y Z^. Si la corriente en esta rama 
es Ii, !a catda de tensi6n en Z^ es Z^I^ con la polaridad 
indicada. En la Fig. 12-4(6) puede verse ia fuente de 
compensaci6n V^ = Z^I, que sustituye a Z^. La pola- 
ridad dc V^ ha de ser la senalada, puesto que la flecha 
convencional apunta hacia el terminal positivo. 

Si en el circuito se produce un cambio cualquiera 
que afecte a I^, la fuente de compensacion ha de variar 
en consonancia. Por esta razon, la fuente de compensa- 
cion Vf se denomina fuente dependiente. 



Ii + 






6s 




(a) (ftj 

Fig. 12-4 



El teorema de compensacion es iitil para determinar las variaciones de corriente y tension en un 
elemento de un circuito cuando varia el valor de su impedancia. Esta aplicacion se prcsenta en los cir- 
cuitos puente y potcnciomeiricos cuando una ligera variacion en una impedancia da lugar a un despla- 
zamiento de las condiciones de equilibrio. 






(a) 



(6) 
Fig. 12-5 



(c) 



En la Fig. 12-5(a) la fuente V aplicada a un circuito origina una corriente I = V/Z. En la Fig. i2-5(/j) 
la impedancia del circuito se ha modificado a (Z + <SZ). Entonces, la intensidad de la corriente es 
r = V/{Z + 6Z). Ahora bien, una fuente de tension de compensacion V^ = ((5Z)I, actuando en e! cir- 
cuito con las impedancias X y 6X y con la fuente original puesta igual a cero^ da lugar a la corriente 
AI [Fig. 12-5(f)]. AI es la variacion de la corriente originada por la variacion 6Z en la impedancia del 
circuito. Por el teorema de superposicion I + AI = I' o bien AI = 1' - I. 



EjempJo. 

En el circuito dc la Fig. 12-6 se susiituye la impedan- 
cia 3 +y4 por 5 -V j5, esto es, iJZ = 2 +yi. Determinar 
la variacion de la intensidad de corriente por calculo direcio 
y comprobar el resultado aplicando el teorema de compen- 
$aci6n. 

Antes del cambio, I = V/Z = (50/0° }/{5 /53,r ) = 
tO Zr-^^.l' - AI ariadir 6Z al circuito. Fig. I2*7(a), se lienc 



V = BO^ 



01 



z = 

3 + ;4 



r = V/(Z + aZ) = (50/0^ )/(5 -{- j5) = 7.07 /-46* 



Fig. J 3-6 
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La variaqion de corriente es 

AI = I' - I 



= (5-i5) - {6 -jB} = -1 + j3 - 3,16 /108^45° 



V = 60^ 



et 




(a) 



ih) 



Fig, 12-7 




3 + j4 




tz - 

2 + ;l 




'^22,36/- 


-ZSJb" 



Aplicando el teorema dt? compensacion, la fuente de compcnsacion V^ = (<5Z)1 = (2 + /1)(1 0/-53J" ) = 
22,35/ - 26,5" . Insenando la fuente en e) circuito que coniienc Z y 6Z y haciendo igual a cero la fuenie 50/0'^ , 
Fig, 12-7 (ft), la variacion de corriente sera 



il = - 



Z + 62 



22.35 /-26.5' 

5 + j5 



= 3.16 /108,45' 



Por consiguiente, cuando se cambia ia impedancia de un circuito y se desea conocer el cambio correspondiente 
en la intensidad 41, se obtiene haciendo actuar la fuente de compensacion V, en el circuito, igualando a cero el 
resto. 



TEOREMAS DE TRANSFERENCIA DE LA POTENCIA MAXIMA 

El siguiente teorema de transferencia de la potencia maxima determina el valor de las impedancias 
de carga que dan lugar a la transferencia de un maximo de potencia entre los terminales de un circuito 

active, 

Sc considera una combinacion en serie de una fuente y una impedancia compleja fija suminisLran- 
do potencia a una carga formada por una resistencia variable o por una impedancia compleja tambien 

variable, 

Caso 1. Carga; Resistencia variable Rj^ (Figura 12-8). z, = ng + }X^ 

La corriente en el circuito es 



/ = III = 



v„ 



01 



La potencia suministrada a i?£. es, entonces, 

P = PRl = 



B 



Fig. 12-8 



vIrl 



{Rs + Rif + XI 



Para determinar el valor de ft^ para que la potencia transfcrida a la carga sea maxima, se hace la 
pnmera derivada dP/tiRi^ igual a cero. 



dP 
dRL 

o bien 



d 



VlR 



a/tL 



^\ [iR, + RLy+Xi] - Ru{2){R,^ Rl) \ ^ ^ 



dRLi{R,-^RLY^Xl 

R] + 2R,Ri, + Rl^ Xl- 2RlR, - 2RI ^ 



Ro + Xa — Rl 
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En el caso de una resistencia pura variable se transmite la potencia mdxima entre los terminales 
de un circuito activo cuao^io la resistencia de carga es igual al valor absolute de la impedancia del circuito. 

Si Ja componente reactjva de la impedancia en serie con la fuente es cero, o sea, A'^ = 0, se trans- 
fiere la potencia mdxima cuando la resistencia de carga es igual a la resistencia de la fuente, esto es, 

Rl = R, 

Caso 2. Carga: Impedancia Z,, con resistencia y reactancia variables (Figura 12-9). 
La corriente en ei circuito es 

I ^ Xi. 



I = 



V{Ro+Ri)^ + {Xa + XLY 







La potencia suministrada por la fuente es 

P = PRl = 



Fig. 12-9 



VlR 



fl-TtL 



{Rs + RiY + iXg + XLY 



in) 



Si /?, en (y/ ) se mantiene constante» el valor de Pes maximo cuando X, = - AT^, con lo que la Ecuaci^n (/; ) 



se convierte en 



F - 



v;ri 



{R«+Riy 



Considcremos ahora que Ri^ es variable. Como se vio en el Caso 1, se suministra la potencia mdxima 
a la carga cuando R^ = /?,. Si Rt = K y ^l = -^r ^l = ZJ. 

Cuando la impedancia de carga estd formada por una resistencia y una reactancia variables, la 
potencia transferida en los terminates del circuito activo es maxima si la impedancia de carga Z^ es igual 
al complejo conjugado de la impedancia del circuito Z,. 

Caso 3. Carga: Impedancia Z^ con resistencia variable y rcacuncia fija (Figura 12-10). 



Con la condici6n .Yj^ constante se obtienen las mismas 
ecuaciones para la corriente I y para la potencia P que en 
el Caso 2. 

Igualando a cero !a primera derivada de P respecto de 
Ri^, se deduce 

Rl ^ Rl+ {X, + Xl)' 




Fig. 12-10 



Rl = jZ<j + ^Xl\ 

Como Z y A'l son magnitudes fijas se pueden combiner en una 6nica impedancia. Entonces, con 
J?L variable, el Caso 3 se reduce al Caso 1 y la potencia maxima se obtiene cuando Ri, es igual al valor 
ab&oluto de la impedancia del circuita 
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Problemas resueltos 

12-1 Detenninar e) circuito equivalente en triangulo para las impedancias conectadas en estrella de 
!a Figura 12-11. 



6 




10 



J 



Fig. 12-11 



Fig. 12-12 



EI circuito A equivalente contendrd las impedancias Z^, Zp y Zf en la forma representada en la Fig. 12-12. 
En estas condiciones, 

Z^Zjj + ZiZa + ZjZg _ 6010) -r- 5(10) + IQQ'IO) _ 50 4- jl50 - 5 + jig 
Za - Y. - 10 10 



z„ - 



Zr = 



ZiZg + Zi2.T + Z2Z3 ^ 50 + jl50 

z, no 



= 15 - ;5 



Z;Zg -H ZjZa + Z2Z3 ^ 50 -f jl50 := 10 + ;30 



■ 5 



Como comprobacion se puede hacer la trans form aci6n inversa. 

Z^Zfl ^ (5 + A5)(l&-j5) ^ 

^' ~ Z. + Ze + Zc 5 + ;15 -f 16 - ?5 + 10 + j30 



150 + )2Q0 _ g 
30 -f- j40 



Z, = 



z, == 



z.z 



A*^C 



Za + Zb + Zt 



- (5 + Jl5)(10 + J 30) _ 
30 + i40 



?10 



Zi)Zc „ (15 - J5)(10 +.J3 0) ^ jQ 



Z^ + Zb H- Zc 



c 



30 + J40 



12-2 Una conexion A contiene tres impedancias iguales Z^ = 15/3^, Hallar las impedancias de la 
conexidft Y equivalente, 

Z, ^ ^^^" ^ , siendo Z^ - Zb - Zc = Z^. Por tanto. Z, = Z-,/3 = (15/30^ )/3 = 5/30f ■ 

Za + Zp + Zp 

De igual forma, Z^ ^ Zj = Za/3 = 5^.301 . Por qonsiguiente, cualquier circuito i con tres impedancias igua- 
1C5 UpnP t^nmfi emiiviUf^ntP im t^imut" e(^ q^l? Ifts impedancias son la lercera parte de las del circuito Y. 

Reci™ ^^^^ cuando todas las ,mpedandas de un crculto en Y son iguales. las del circuuo equiva- 
lente en A son el triple de las del circuito Y. 

12-3 Demoslrar que un circuito pasivo de varias mallas 
con tres terminales puede sustiluirse por una co- 
nexion en A de tres impedancias. 

Se aplica una tension Vi a los terminales de la izquier- 
da como en la Fig. 12-13, y se designa per !, a la corrien- 
te que enlra en el circuit© y de igual forma en los termi- 
nales de la derecha \\ e I,. Como el circuito es pasivo, 
todas las demas tensiones de excitacidn son nulas. 




Fig. 12-13 
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El sistema de ecuaciones en las corrientea de nialla en forma matricial es 



Zi] Zi2 



^In 



^21 



de donde 



Zrt] 



Mj 



r.ii" 




'v," 


h 




V2 


' 


— 


. 



[h_ 











L 



Expresando ahora estas dos ecuaciones simulianeas en forma matricial 






i ^Z 



^21 






L^z 



Vi 



v.> 



Esta ecuacion es analoga a la que rcsulta de un circuito 
de tres n idos en el que se ha tornado uao de ellos como 
referenda, Un circuito de tal tipo es el de la Fig. 12-14, 
con Z^, Z^ y Z^ en conexi6n A. Se insertan V,, I^, V2 c 
I; con las mismas direcciones que en la Fig, 12-t3, y es- 
cribiendo las correspondientes ecuaciones matriciales del 
metodo de las tensiones en los nudos se ticnc 






1. 
Z„ 







Igualando los elementos correspondientes de las dos inalriocs de coeficicntes 



(J) 



Z,i Zij/ A2 ' \^R Zc/ 






Sustituyendo (3) en (/) y (2) se obliene 



2,, = 



iii + A 



Z« = - 



Z^ ^ 



1 ^21 



Sy 



21 



12 1 



^2i 



^21 



Se ha visto, pues, como siempre es posible matetnaticamenie la transformacion de un circuito de tres ter- 
minates en el circuito equivalenic Y o A, Sin embargo, los elementos del circuito equivaleme pueden no ser 
fisicamente realizables. (Vease Problema 12-4.) 



12-4 Aplicar los resultados del Problema 12-3 al circuito 
representado en la Fig. 12-15 para obtetier ei cir- 
cuito equivalente conectado en tridnguio. 

Eligiendo las corrientes en las maJlas como se ve en el 
esqucma, 



Az 



5-;2 


-5 





-J2 

,j4 



-5 

-J4 

5 - ;2 



-j2 



J2 



fV) 



-y4; 






40 " J24 = 46.6 /-31^ 



Fig, 12-15 
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y 
All = 


-j2 -J4 
-j4 6-j2 


= 12 - 


jlO, A22 = 




5 - ?2 -6 
-5 6 - ;2 






Aai = (- 


-6 


= j20 


Utili7;*ndo las cxpresiones 


del Problema 


12-3, 


2* - 


Az 


iGfi/Sl^ 


= 2,98/-70,8* 


*^Jl ^ 


All + Ajj 


12 - ;10 + ;20 


Zb - 


Aai 


-"■^^ = ,a3/5L» 


Zc = 


Az 


46,6^-31* 


^ 11,66/149^ 


A22 + Aji 


-4 - ;20 + ;20 



= -4 - j20. 



Observese que la impedancia Z^ puede reaiizatse con una resisteacia y una reactancia capacitiva en serie, 
y Zm con una resistencia y una reactancia inductiva en serie. Sin embargo, Z^ exigiria una resistenda negativa. 
Por tanlo, no podria construir&e el circuito caJculado matemiticamente. 



12-5 Dado el circuito de la Fig. 12-16, deterrainar la corriente en la resistcncia de 2 ohmios empleando 
el principio dc superposicion. 

Sea /' la corriente en !a resistencia dc 2 fl dcbida a Vi cuando se hace K^ ~ 0, c /" la corriente en la 
misma rama debida a K^ cuando se hace Vi = 0, Eligiendo las corrientes en las mallas como en la Fig. 12-16 
y hallando /' e /", 



J' = 



Vi 


6 





Vi 


12 


-4 





-4 


6 


7 


6 





5 


12 


-4 





-4 


6 



10 



12 


-4 


- 10 


5 





-4 


6 




_4 


6 



242 



= 1.075 A 



7" ^ 






5 











-V2 


12 


~4 




5 









-(-20) 









-4 


6 




-4 


ti 



= 2.48 A 



242 242 

Aplicando el principio de superposici6n, la corriente I^^ debida a la acci6n simultinea de las dos fuentes es 

/j = /' + /" = 1,075 + 2,48 = 3,555 A 



10 _■ 



I 



-WW- 




r^ 



WAW- 

2 



JVWWA- 



1 






JWWW- 



Fig. U-16 
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12-6 Aplicar el teorema de superposicion al circuito de Ja Fig, 12-17 y obtener la intensidad por la 
impedancia de 3 + J4 ohmios. 



.JWVW- 



V, = 60M1 



©t 




■nm"^ 



\Qy,- 



60/0° 



Fig. 12-n 



Sea Vj = y V, la unica fuente que hay en el circuito. Enionccs, 

Zt = 5 + L^t.;^^j'^ - 5,83 + ?2,5 = 6.35 /23.2° 
1 3 + ;9 



V, 



W>/90 



IT, - 



= 7.87 /66.8^ 



-Tj 6.35/2 3.2 '^ 

La corrien:e en la rama de 3 + y4 Q debida a Vj solamcnte es 

h = 'r,(jf^) = 7,87Z6M!(^) - 4,15Z86^ 

Haciendo ahora V, = y dejando como linica fuente a Vj, 

Zt = j6 + ^<^ + J'**^ = 2,5 + j6,25 - 6,74 /68,2° 

2 8 + j4 



'''a - Y, 



50/0_° 



= 7,42 /-6 8,2' 



6.74 /68.2° 
La corrienie en la rama de 3 + JA Q debida solamente a V^ es 

h = -(7,42 /^68.2^ )(^g-^^ = 4,15/85^° 

en la que el signo menos da a I2 e! mismo sentido que la corriente I del diagrama. 
La corriente total en la rama de 3 + j4 Cl es 

I = Ii + I^ - 4,15/85X + 4,15 /85,3° = MO/85^ 



12-7 Aplicar el teorema de super posicion al circuito de 
la Fig. 12-18 para hallar la tensi6n V^^. 

Si se supone que la fuente I^ = 2 A actua en el circui- 
to y que h = 0, Vab - ^ 2 = 7,06 V. 

Si se hace ahora /^ = y acttia /j = 4 A en el circuito, 
la corriente en la resistencia de 5 fl es /, = 4(2/17) - 8/17 A, 
La tension sera V';^ ^ 5(8/17) = 2J5 V, 

La tension V^g aplicadas las dos fuenles es 

^AE = ^B + i^'AB = 7,06 + 2,35 - 9,41 V 



A- 



2,0 A 



/i^ 



:io 



B 



^2 



4,0 A 



Fig. 12-18 
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12-8 En cl circuito de una sola fuente representado en Ja Fig. 12-19{a), la fuente de tension 100/45! voltios 
origina una corriente I, en la rama de 5 ohmios. Hallar Ij, y comprobar, para este circuito, el teore- 
ma de reciprocidad. 



10 

I — VVW 



100/46^ 




ia) 



(t) 



Fig. 12-19 



Las corrientes de malla Ij, Ij c I3 se han sciialado en la Fig. 12-19(aJ. La intensidad pedirja Ij, cs la 
corriente I3. 



I, = I^i - 



10 + j5 


-;5 


100/45° 


-J5 


10 








;5 





10 + j5 


-;6 





-j5 


10 


J5 





;5 


5-/5 



= "°^ ' 1155/-12.6° ) = 2.»M.6? U) 



Aplicando ahora eJ teorcma dc reciprocidad por intercambio de las posicioncs de excitacion y respuesta, 
Fig. 12-19(A), y empleando los scnlidos a dcrechas, tenicndo en cuenta que I, = I^. 



I. = Ii = 






-/e 





10 j5 


100/45° 


j6 5 -. j5 



A2 



- 100/46^ 



25 



11 55 /- 12.5° ; 



1 = 



2.16 /57,5° 



m 



Comparando los resultados (i) y {2) se deduce que I, es igual en ambas ecuaciones, quedando compro- 
bado el teorema de reciprocidad. 



12-9 El circuito de la Fig. 12-20(a) contiene una sola fuente de intensidad I = 12/90^ amperios. Deter- 
minar la tensi6n V2 en el nudo 2. Aplicar el teorema de reciprocidad y comparar los resultados. 






>4 




V. 




JlO ^ I = 12 /90° 




(a) 



{6) 



Fig. 12-20 
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El sistema de ecuaciones nodales del circuito de la Fig. 12-20(o), escrito en forma matriciaJ, es 



1 



+ 



3 + ;4 jlO/ 

1 



]_ 



jlO ' 5 "^ 2 + j2 



12/90° 




de donde 



V, = 



0,12 -j026 12/90^ 
/),1 



0,12 -/),26 ./OJ 
,A1 0,45-/0,35 



^^^ C.16i;^o!350 = ^'^5/5^^ 



Utilizando ei teorcma de reciprocidad sc aplica ta corricme I entrc c! nudo 2 y el nudo de referenda en 
cl circuito de la Fig. l2-20{b). Se calcula la tension en los tcrminale? por ios que la fuenie de intei.sidad ali- 
menlaba. Como solo hay dos nudes en esie circuito, solo hace falta una ecuacion nodal. 



6 



1 



+i+ 1 



,3 + ;U 5 2 + ;2 
Por tanto, [a lensioti V^ es 



V2 = 12 /90^ 



de donde 



12/90*' 

""' = ,563 /3i7,4^ = ^^^^m^ 



V. = 



/ 3 + ;4 



^ \3 + j4 + }10j 



2Ma2id: (^ 



= 7,46/99,6^ 



Comparando los vaJores calculados de Vj en el circuito de la Fig. I2-20(fl) y V;^ en d circuito de la Fi- 
gura 12-20(^) vemos que son iguales, probdndosc asi el teorema de reciprocidad. Observese tambien que Vj 
no es !a misma despues del intercambio de las posiciones de excitacion y rcspucsta. 



12-10 Determinar, en el circuito de una sola fuente de intensidad de la Fig. 12-21 (a), la tension V,. 
Intercambiar la fuente de intensidad y la tension resultante V,, iSe verifica el teorema de reci- 
procidad? 



I — 



6/90° 



I* 





V, 




(a) 



(*) 



Fig. 12-21 



En la Fig. 12-21(^)12 - ^{tT^) = ^^^^ (jT^) " ^'^^^iU^- ^^ tension seri, por tanto. 
V, = i-J2)li - 4,64/111,8" iV.:zl^l ) = 9.28/21^ V. 

La fuente de intensidad I y los terminales en los que la tension V^ sc mide, sc ban intercambiado en ta 

Fig. I2'2\{b]. Con esto. la corrientc valeli = I (ij~j^) = 6/90° /^ ^~^^.^ ] = 1.31 /-23,2'^ .Puesto que 

Vx = 1.31^:1:23^(5 -i- J5) = 9,27^21^ V, cotno antes, ha quedado comprobado el teorema de recipro- 
cidad. 
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12-11 En el circuito de la Fig. 12-22{a) sustituir la reactancia;4 por una f.e.m. de corapensacion. 



-WVW 



20^ 




<a) 



A/m/^ 



20^ 



©I 



I 



3 



jlO 



(ft) 



Fig. 12-22 



©^ 

S^''' 



,76 /76,95' 



Elegir las corrientes de malla Ij e Ij como en la figura y despejar Ij, intensidad de corriente en la reac- 
tancia j4. 

5 + ;10 20 



I, = 



20 



5 + jlO 5 
5 8 + i4 



2Q(jlO) 
103 /104,05^ 



- 1.&4 /-14.05' 



La fucnte de compensacion V, = (j4)li = (j4) 1.9 4/ -14,05' = 7.76 /75.95^ El circuito es d de la Figu- 
ra 12-22(6) con la fuente de compensacion en lugar de la reactancia j4. Para demostrar que son equivalcn- 
tes ambos circuitos, puede hallarse una corriente en las ramas de cada circuito y comparar los resultados. 



12-12 Sustituir, en el circuito de la Fig, 12-23(a), la asociacion en paraleio de las impedancias ;10 y 
3 + j4 por una fuente de compensacion. 



— ww\^- 



2(>Zfi!©t 



,A0 



I 



(a) 




. VWA- 



20£0^' 



:©t 



10 



6.77 /39.1' 



(b) 



Fie. 12-23 



La impedimcia equivalente de las impedancias en paraleio es Z,^ = ^ .j^ = l-'** +73,17 - 

3,50 /65.3" . En consecuencia, 

V 20 '^O" 

Z^ = 5 + 1,46 +y3,l7 = 7,18/26,2- e h^^^ 7J8^ " 2J9/-26,2° 

La fucnte de compensacion sera 

V, = Z.,lr = 2.7& /--26,2M 3.50/65.3- ) = %771}9JZ 

El circuito, con la fuente de compensacion correctaraente polarizada, se ha representado en ia Figu- 
ra 12-23(M. 
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1M3 Se cambia, en el circuito de la Fig. l2-24{al la impedancia de 3 + J4 ohmios por otra de 4 + M 
ohmios, Fig. l2-24ih). Hallar la corriente por la resistencia de 10 ohmios antes y despues de la 
sustitucjon. Apljcar, por liltimo, el teorema de compensacion para hallar la diferencia de las 
dos corrientes por dicha resistencia. 



w/o° l^ 




{a) 



10 



Ir 



60^0 f 



>5 



{b) 
Fig- 12'W 




10 

■■II ^^^^ 



AIt 



b'B 



(c) 







Ames dei cambio de la impedancia 3 + j4 [Fig. \2-24{a)]. 



3 +y9 
Despues del cambio [Fig. J2-24(^)], 



Jl.l/J3^ 



/5(4 + ;4j V 

2r = 10 + , . ..„ = Jl,03 +72,68 = 11,35 /13.65" e I7 = ^ = 4,41 /-13.65- 



4 +j9 



La fuente de tension de compensacion es V, = (^Z)I, en la que I es la intensidad de corriente inicial en 
ta rama 3 + /4 

y (5Z(4 + ;4} - (3 + y4J = 1. Entonces. V, = (1)2,37^^ = 2,37/5,5^ con scntido opuesto al dela corrienle I. 

La variacion de corrienle Alj se haJla iguaJando a cero la fuente inicial de tension y dejando actuar como 

ijnica fuente del circuito a V,. Fig. 12-24(c). Con ello. y para este circuito, se tiene Zr == 4 + /4 + -^^^^Sl. 

10+y5 



= 10/53,1° y 
Mr 



[^'T/KlO-hjb) 



2.37/5.5 



10/53 






- OJ 055/1 95.8 



Comparando A/j- con la diferencia entre /f e Ij 

It - Ir = (4,41/^165! ) - (4,50^^3^) = ^0,10 - yO,03 = 0,1045 /196,7^ 



Observese que los dos valores de Alj- no son exactamente iguales. El valor de M^ calculado utilizando la 
tension de compensacion V, es mas exacto que el calculado restando la cof riente inicial I^ de I^. Esto es cierto 
cuando la impedancia de carga es pequena. Como se ha visto antes, ello da lugar a una variacidn pequena 
de la corrienle, introduciendo, por tanto. un error al calcuiar la diferencia de las dos magnitudes que son casi 
iguales. 



12-14 Calcuiar la variacion de la intensidad de corrienle er el circuito serie de la Fig. 12-25(fl) al rc- 
ducir el valor de la reactancia a y35. 



Sean I e I' las corrientes respeciivas en el circuito antes y despues del cambio de reactancia, Figs. 12-25(o) 
y {b). Entonces, 
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10 

JWW- 



1 00/46° Qj 



20 



\}40 



10 



10 



I' 



t© 



100/46" 



20 



;40 



-}5 




(a) 



I = 



100/45^ 
50/53,1° 



- 5 n /- 



2.0 /-8.1^ . 



Fig. 12-25 

1' = 



(c) 



100/45^ 



Z -r 5Z 30 + j35 

AI = r ~ I = 2, 1 7/ -4,4^ - 2,0 / ~ 8, r = 0,223/31,6^- 



= 2,17 /-4,4^ 



SisecaiculaA/medianieelleoremadecompensacion, seiieneV^ = {SZ}! ^ (-75)2,0 / -8, 1'' ^ io /-98,i' 
con ei sentido de la Fig. 12-25(c). La variacion de corriente es ^ ' 

AI = -V,/(Z + SZ} = -(lQ /-9}JJM /(30 ^j35) = (10 /81.9- }/(46J /49,4- ) = 0,217 /32,5^- 



12-15 En el circuito de la Fig. 12-26 la carga Z esta for- 
mada por una resisiencia pura /?^, Hallar el valor 
de Ri^ para el cual la fuente suministra la poten- 
cia maxima a la carga. Calcular la potencia ma- 
xima F 

La transfcrencia maxima de potencia tiene lugar cuando 

R^ = [Z,[ = [10 + ;20[ = 22,4 Q 

Ahora bien, I = V/(Z^ + R) = (50/0^ )/(lO + j2Q + 22,4) 
- 1,31 /- 31,7" y la potencia maxima suminisirada a ta 
carga es /» = RJ^ = (1,31)^22,4 = 38,5 W. 



Z^ = 10 + j20 



■*-*■ 



50/0° 



©t 



A^ 



-*-*^ 



Fig. 12-26 



12-16 Si la carga en el circuito de la Fig, 12-26 es una impedancia compleja Zj^, que es variable en R^ 
y X^, determinar el valor de Z^ que da lugar a la maxima transferencia de potencia. Calcular el 
valor de la potencia maxima. 

La ma?cimii transferencia tiene lugar cuando Z^ - Z*. Como Z^ = 10 + yJO, rcsulta Z^, = 10 - y20. 

La impedancia total del circuito es Z^ == {10 H- /20j + (10 - 720) ^ 20. Por tamo, I ^ V/Z^ = 
(50/0: )/20 = 2,5/0:" y P = RJ^ = 10{2,5)^ = 62,5 W, 



I WWW 



12-17 En el circuito de la Fig. 12-27 la carga conectada 
entre los terminales AB esta formada por una re- 
sistencia variable J?^ Y ^^^ reactancia capacitiva X^ 
que varia entre 2 > 8 ohmios. Determinar los valores 
de Rj^ y X^ que dan lugar a la transferencia de la 
potencia maxima. Calcular la potencia maxima su- 
minisirada a la carga. 



5Q/J5^ 



et 





Fig. 12-27 
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La tension equivalenie de Thevenin, en los terminales AB, es V = y-'~:77^^^ +,/10) == 45,6 /603'^ ■ 

La impe<iancia<lelctrcuito activo conectado a los terminales /i £ es Z' = 3{2 + j]Q)/{5 + ylO) = 2,64 + jO,72, 
En cl circuito dado, la translcrencia de potencia maxima se produce con una impedancia Z^^ = Z'* - 
2,64 - jOJ2. En las condiciones del problema, Xc es ajusiable entre 2 y 8 fi. En consecuencia, el valor mas 
proximo de A'c es 2 O y 

Rl = [Z. - J^c\ = [2,64 + ;0,72 - j2\ = |2,64 - j!,28j = 2,93 il 
Ahora bien. Z^ = Z' + Z^. = (2.64 + 2,93) + ;(0.72 - 2) = 5,57 - ;1,28 = 5,70 /- n'^ , con lo cual 

V 45, 6/ 60.3- 



* Zr 5.70 /- 13'- 



= 8,0/73,3^ 



P = RJ^ = 2,93(8,0)^ = 187,5 W 



12-18 En el circuito de la Fig. 12-2S, R^ es variable entre 
2 y 55 ohmios. ^Con que valor de 7?^, se obtiene la 
maxima transferencia de potencia a los termina- 
les AB^. 

En el circuito dado, la resistencia de carga R^ es fija, 
Por lanto, no son apiicahles hs leoremas de transferencia 
de la potencia maxima. Es obvio que la corriente sera maxi- 
ma cuando Rg sea nainima. 

Poniendo, pues, R^ = 2 Cl, 

Zr = {2 +j5 + 10) = 13/22.6^_ 






-•-♦■ 



100/0 



i0t 



10 



B 



■»-*■ 



Fig. 12-28 



I = V/Zt = 1 00/0 V( 13 /22,6" ) = 7,7/ -22,6^ 
La potencia max-ma es ^^ = 10{7,7)^ = 593 W. 



Problemas propuestos 

12-19 Obiener el equivalence en Y del circuito conectado en A de la Figura 12-29, 
SoL (0,5 -jO,5), (3 -./I}, (1 -ry3). 



2 + }3 



3- j2 









'1 + jl6 




Fig. 12-29 



Fig. 12-30 



1^20 El circuito de la Fig, 12-30 esta formado por dos circuitos en estrella asociados en paralelo. Obtener d circuito 
simple, con conexion en iriangulo, equivalenie. SoL (5 + j5\ co, (5 f ;5). 
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12-21 En la Fig. 12-31 un circuiio cquilibrado con corvexiou en A y Z = 10/30^ esta en paralelo con otro circuito en 
Y, equUibrado, coa Z = 4 / -45" . Oblener cl equivakntc en Y. Sol. Z = 2,29A;;:J^. 



(a) 



10 /30* 





(i) ^ 



-czma — j — u»« 

iL1_ 



FiK. 12-31 



Fig. 12-32 



12-22 Demostrar que cl circuito pasivo general dc trcs temiinales de la Fig. 12-32(0) puede susiitairse por un circuit 
to conectado en Y, como d de la Fig. 12-32(i), en el que Zy = {An - Ai^VAr, Zj = A^i/Ay y Zj = (A^^ - 
AiiVAy (Ar y los adjuntos se relieren a las ecuaciones de las tensiones en los nudos en forma raatricial.) 

12-23 Sustiluir el circuito reprcsentado en la Fig. 12-33 por sti CQnexi6n Y equivalente utilizando los metodos des- 
arrollados en el Problema 12-22. Sol. (12 -i- jl), (-1 + j2), (4 + ;1). 



10 



6 



/6 



-^\W 



— ww- 



■AWW- 



76 



10 



Fig. 12-53 



Fig. 12-34 



10 
•WW 



12-24 Obtencr la conexidn en Y de tres impedancias equivalemes al circuito de la Figura 12-34, 
Sol, 6,25; 2,5; 10,5, 

12-25 Hallar el circuito equivalente en triangulo del circuito de la Figura 12-34, Sol. 10,25; 43; 17,2, 

12-26 Hallar d circuito equivalente, conexion en A, del circuito de la Figura 12-35, 
Sol. (3 ~j2l (2+>3), (2 +7I6) 






j6 



FJg. 12-35 



ID 




Fip. 12-3S 



12-27 DctCTininar la corrienie per la rcsistcncia de 2 ohmios del circuito de la Fig. 12-36 utilizando el teoicma de su- 
pcrposicioo. Sol. I = 4,27 A, 
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12-28 En t\ circuito de la Fig, 12-36 se cambia la tension de la fueiite K^ al valor 8,93 voltios, positivo en el ter- 
minal superior. Obtener la corriente por la resHtencia de 2 ohmios aplicando el teorema de superposicion. 
Sol. / - 1,43 A. 

12-29 Obiener, en el circuito de la Fig, 12-37, la intensidad de corrienie par ia resistencia de 5 ohmios debida a cada 
una de las fuentes de tension. Sol. 2,27 y 3,41 A. 



2 
I WV\^ 



26 



6 



-W// D 



-ST 50 

+ 




Fig, 12-37 



Fig. 12*38 



11-30 En ei circuito de ia Fig, 12-38 determinar las componentes de la tension del nudo Vj debidas a cada una de 
las fuentes de intensidad. Sol. 8,48 /-23' ; 8,20 /12.2" . 

12-31 Hallar, eij el circuito representado en la Fig. 12-39, la intensidad de corriente por la resistencia de 4 ohmios 
debida a cada una de las fuentes de tension, SoL 3,24 . 60,95' ; 6,16 / -142 ^ 2'' . 



MH*W«^^^\/^ 



-W^ 
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Fig. 12-39 



Fig. 12^ 



12-32 Sup6ngase que en el circuito de la Pig, 12-40 las fuentes de tension actiian por separado. Si las corrienles res- 
pectivas por la resisiencia de 10 ohmios son iguales, ^cual es el valor de la reiacion Vj^/Vj? 
Sol, 0.707 /- 45° . 

12-33 En el circuito de la Fig. 12-41 obtener las componentes de la tension del nudo V^ originadas por cada una de 
las fuentes de intensidad I^ e Ij. So!. 5.82 /- 5,5 . 9,22 /72,9= , 

12-34 Con referenda al mismo circuito del problema anterior se ha cambiado la fuente de intensidad Ij al valor 
3,16 /191,6'^ amperios. Determinar la tension del nudo Vj por medio del teorema de superposicion. 






no 



2 



J6 



-^^5?J^- 



6 /80° 



■^U 



Fig. 12-4 J 
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zs/o° 



©t 



Fig. 12-42 



-a 



1>35 Determinar. en el circuito de 1. Fig. 12-42, la intensidad de corriente I por la impedancia 3 - ;4 ohmios. Apli- 
car el teorema de reciprocidad y comparar las dos cornenies. Sol. 2,27/33^. 
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12-36 Hallar, en el circuiio de la Fig. 12-43, la imensidad de corricnte I por la impedancia 2 - jl ohmios. Aplicar 
cl teorema de reciprocidad y comparar las dos corrientes. SoL 10,l /129,r A. 



I WWW— 



SO/90^ 



0t 



J 



->2 




Fig. 12-43 



Fig. 12-44 



12-37 Halkr la in ten sid ad de corriente por la resistencia de 4 ohmios del circuiio de la Fig, 12-44. Aplicar ei teore- 
ma de reciprocidad y comparar las dos corrientes. tQwe cambio sufrc la corriente en las ramas de 5 y 2 ohmios? 
SoL 2,5 A, Despues de aplicar el teorema de reciprocidad. las corrientes en las ramas de 2 y 5 fi son cero. 
Previamente ias intensidades eran 5 y 2 A, respectivamente. 

li-38 Determinar ia intensidad de corriente por la resistencia de 5 ohmios del circuiio de la Fig, 12-45. Aplicar el 
teorema de reciprocidad y comparar ias dos corrientes. Sol. 0,27 0/53.75° A. 
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Fig. 12-45 
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Fig. 12-46 



12-39 Calcular, en el circuito de la Fig. 12-46, la imensidad de corriente / por la resistencia dc 50 ohmios. Comprobar 
el teorema de reciprocidad por ititerqambio de la fuenie de tension y de la corriente resultante /. 
SoL 1,32 mA. 

1^40 En el circuito de la Fig, 12-47 hallar la tension V,, Aplicar despues el teorema de reciprocidad y comparar las 
dos tensiones. Sol. 35 /- 12,1° V. 



20/ttO^ 
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Fig. 12-47 



Fig. 12-48 



12-41 Hallar el valor de V, en ei circuito de la Fig. 12-4S. Comprobar despues el teorema de reciprocidad. 
Sol. 50,8/21° V. 
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12-42 En eJ circuilo rcpresenlado en la Fig. 12^9 determinar ta tension V,. Intercambiar la posicion de Ja fuente de 
inlensidad y Ja lenstdn V, y comprobar el teorema de rectprocidad. Soi, 2,53/^-162,3^ V. 



I— •- 



S (-9q^ 



!-*■ 



i6 



10 



^^^^**^^^^^^^»*h 



25^ 



©t 



3 



j4 



,j4 



Fig, 12-49 



Piff. 12-50 



12-43 Sustituir, en el cirquiio de la Fig. 12-50, las impedancias en paralelo 3 + ;4 y 3 - j4 ohmios por una fuenie 
de tension de compcnsacidn. Como comprobacion, hallar la intensidad de corriente por Ja resistencia de 5 oh- 
niios antes y despues de la sustitucion. Soi. V^ = 11,35/0^ V; I = 2,73/0^ A. 

12-44 En el circuito de la Fig. 12*50 sustituir la resistencia de 5 ohmios por una fuente de tension de compensaciin 
y hallar la corriente total desde ia fuente dc 25/0^ antes y despues de la sustitucion. 
Soi V, - 13,65/0^ V; I = 2,73/01 A- 

12-45 Remplazar, en el circuito de la Fig, 12-51, cada una de las asociaciones de resistencias en paralelo por una 
fuente de tension de compensaci6n y hallar la salida total de corriente de la fuente de 50 voUios 
Sol. 11.35 V- 4.55 V; 3.41 A. 
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12-46 En el circuito de la Fig. l2-52(a) la fuenie de 20 voltios entrega una corriente /, como puede verse. Si la resis- 
tencia dc 10 ohmios sc cambia por otra de 12 ohmios, la intensidad suministrada por la fuente pasa a ser /'. 
Hailar la variacion AJ = (J' - /). mediante la fuente de tensi6n de compcnsacidn en la forma mostrada en 
la Figura 12-520). Sol. M= -0,087 A. 

12-47 En el circuit© de la Fig. 12-53(^) se cambia la resistencia de 5 ohmios por otra de S ohmios. Determinar el 
cambio AI que sc origina en la corriente que pasa por la impedancia 3 + jA ohmios. 
Soi 0,271/159.5° A. 
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12-48 En e) circuito de la Fig. 12-54(fl) la fuente de 50/45^ voUios entrega una corriente I. Se cambia la resisiencia 
de 10 ohmios por otra de 5, Utiiizar d teorema de compensacion para deierminar V^. e AI, Fig. 1 2-54(6 J. 
Sot. 21.45 /- 166^ V; 2.74 / -36° A. ' 
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12-49 Hallar el valor de it^ (Fig. 12-55) que da lugar a ia transferencia de potencia mdxima, Calcular el valor de la 
potencia maxima. Soi 11,17 Q; 309 W. 
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Fig. 12-56 



12-50 En el circuito de la Fig. 12^56 la carga esla foraiada por una reaciancia capacitiva fija de 15 ohmios y una 
resisiencia variable R^^, Dcterminar {a} el valor de R^^ para el cuai la potencia transferida es mdxima, {b) el va- 
lor de la potencia maxima. Sol {a) R^^ -^ \\^l O; {h) 236 W. 

12-51 En el circuito de la Fig. 12-57 actuan dos fuentes de tension en la impedancia de carga conectada a los termina- 
les AB. Si esia carga es variable, tanto en reactancia como ca resistencia, ^cual sera la carga Z^ que recibira 
el mdximo de potencia? i^Cual es el valor de esta potencia maxima? Soi. (4,23 + yi,15) fi; 5,68 W. 
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Fig. li-t 

Puesto que cad a circuito liene una fuente de tension, se eligen las corrientes de malla /j e r^ en la 
misma direccion que las fuentes, con !o que las dos ecuaciones de malla, deducidas de la segunda ley 
de Kirchhoff, son 






(10) 



Las lensiones de induccion muiua pueden ser de una u otra polaridad, segun el sentido del devanado. 
Para determinar los signos correctos en {W) se aplica la regla de ia mano derecha a cada una de las bo- 
binas: Si los dedos envuelven a la bobina en el sentido supuesto para la corriente, el dedo pulgar senala 
el sentido del ftujo. Per consiguiente, los sentidos positives de ^, y <p2 son los senalados en la figura. 
Si losflujos {^iy4>2 debidos a las corrientes supuestas positivas tienen el mismo sentido, es decir, se ayudan, 
los signos de las tensiones de induccion mutua son iguales que los de las tensiones de autoinducciones. En 
la Fig. 13-2, </>! y 02 se oponen mutuamente, Por tanto. el sistema de ecuaciones {10), con los signos 
correctos, es 



^ di\ 
dii 



Hd'i + -^2 



dt 






= Vi 



= Va 



iii) 



Suponiendo que las fuentes son senoidales, el sistema [11) en regimen permanente es 



m 



Recordando el sistema general de ecuaciones en las corrientes de malla (Capitulo 9) se ticne 



Znli ± Znh = Vi 
"Zaili ^ Z22I2 = V3 



{13) 



Se vio que Z,^ = Z^^ era la copedancia o impedancia comun a las dos mallas de corrientes I^ e I^. El 
acoplo de mallas es de tipo conductive, ya que las corrientes pasan por una rama comun. Ahora en 
el circuito de la Fig 13-2 se liene uti sistema de ecuaciones andlogo, correspondiendoywAf a Z12 y ij, 
en las Ecuaciones (/J). Las mallas no estan acopladas condudivamente, ya que las dos cornentes no 
circulan por una impedancia comun. Sin embargo, las ecuaciones indican que existe un acoplamienU). 
En tales casos, el acoplo se llama muiuo o magnetico. 
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CORRIENTE NATURAL 

En la seccion anterior se ha analizado un circuito de dos maUas con un acoplo mutuo y sendas fuen- 
les de lensi6n, en donde se ha supuesto unos sentidos de circulacion de corrientes. A veces, es necesario 
estudiar la corriente natural que circula por una malla que carezca de fuentes de tensi6n. El sentido 
de la corriente viene dado por !a ley de Lenz, 




Flg.lS4 



Consideremos el ci^xuito de la Fig. 13-3 en que solo existe una fuente de tension en la matta 1. Se 
elige la corriente Ij de acuerdo con la fuente V, y aplicando la regla de la mano derecha se determina 
el sentido del flujo <pi2- Ahora bien, la ley de Lenz establece que la polarid^d de !a tension inducida debe 
ser tal que si se cierra el circuito circula por la bobina una corriente de manera que el flujo que origina 
se opone al flujo principal creado por la corriente Ij. For tanto, al cerrar el interrupter en la Fig. 13-3 
el sentido del flujo (f>2i ser^, de acuerdo con la ley de Lenz, el senalado en la misma. Si ahora se apUca 
la regla de la mano derecha con el dedo pulgar serialando en el sentido de <^2i. l^s dedos envolverdn 
la bobina 2 en el sentido de la corriente natural. El sistema de ecuaciones en las corrientes de malla es 



{Ri + jv*Li)h - }^Mh = Vi 



{U) 



Como la raalla 2 carece de fuente de tensi<iin, se deduce 
que la corriente natural Ij resulta de la tension en la induc- 
ci6n mutua {R^ + /coL^)!^ - (/coMli). En la Fig. 13-4 sc 
representa esta tensidn como si fuera una fuente. El sentido 
de esta debe ser el senalado por la ftecha para el sentido 
positive de Ij. En consecuencia, la polar idad instantdnea 
de la tensidn en la induccion mutua en la bobina 2 es positiva 
en el terminal por el que la corriente natural sale de la bobina. 
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REGLA DE LOS PUNTOS PARA BOBINAS CON ACOPLO MAGNETICO 

La polaridad relativa en el caso de tensiones de induccidn mutua se puede determinar partiendo 
de esquemas del nucleo en que se vean los sentidos del devanado, pero este no es un metodo prdctico. 
Para simplificar la representacion esquematica de circuitos con acoplo magnetico se senalan los termi- 
nales con puntos, Fig. 13-5(c). En cada bobina se marca un punto en los tenrtinales que tienen la misma 
polaridad instantanea, considerando solamente la inducci6n mutua. Por tanto, para aplicar esta nota- 
cion hay que saber a que terminal de ias bobinas se asigna el punto. Hay que determinar, adem^s, el 
signo asociado con la tension en la inducci6n mutua cuando se escriben las ecuaciones en las corrientes 
de malla. 
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Autoinduccion e induccion 



INTRODUCCION 



Los circujlos esiudiados en los capitulos anteriores estaban formados por mallas y nudos. Como 
dos mallas tienen una rama comun y dos nudos estan unidos por elementos pasivos o activos, las mallas 
y los nudos estan acoplados conduct ivamente. En dichos capitulos se han analizado diversos metodos 
para resolver eslos circuitos. 

En el capitulo, presente se estudia otro tipo de acoplo, ei acopJamiento magnetico, Cuando la in- 
teraccion entre dos mallas tiene lugar a traves de un canipo magnetico en vez de por elementos comunes, 
las mallas en cuestion estan acopladas o unidas inductiva o magneticamente. 



AUTOINDUCCION 

Si la corrierte que circula por una bobina de un circuitc varia, en el transcurso del tiempo tarabien 
lo hace el flujo magnetico que lo abraza, induciendose en el una fuerza electromotriz (f.e.ra.). Suponien- 
do que la permeabilidad magnetica es constants, la f.e.m, inducida cs proporcional a la variacion de 
dicha cornente, esto es, 



V, 



_ r ^^ 



ii) 



La constante de proporcionalidad L se llama coeficiente de autoinduccion del elemento. En el sistema 
mksa la unidad de autoinduccion se llama henrio (H) y corresponde al coeficiente de un elemento que 
a! ser recorrido por una corriente variable a razon de 1 amperio por segundo (A/s) se induce en sus homes 
una f.e.m. de 1 voUio. Por tanto, 1 H - ! V ■ s/A o, lo que es igual, como I V * s es Ja unidad de induc- 
cion del campo magnetico, que se llama weber (Wb), 1 H = 1 Wb/A. La unidad de flujo magnetico 
induccion magnetica por unidad de superficie se llama tesla (T), de manera que 1 T = 1 Wb/m^, 
En una bobina de N espiras o vueltas la f.e-m. inducida viene dada por 



V, 



= N 



d<i> 



■■■ - " dt («) 

en donde JV d(p cs el flujo que abraza al circuito o flujo de acopiamiento. Combinando las (/} y (2) se tiene 



J di _ 
^ dt ^ 



N 



d<t> 
dt 



de donde 



L = 



di 



INDUCCION MUTUA 

Si la corriente j, que circula por la bobma 1 varia con el tiem- 
po (Fig. 13-1), se establece un flujo magnetico 4>,. Una parte de 
este fiujo atraviesa o abraza solaraente a la bobina I y esia parte se 
llama flujo de perdida o de fuga (^u. El flujo remanente ^^ es el 
que atraviesa tambien a la bobina 2, como se representa en la figura. 
La tension inducida en la bobina 2 viene dada por la ley de Faraday. 



V2 



= N, 



d(fi 
~dt 



12 



(^) 
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Como (pi2 es^^ relacionado con la corriente /j, V2 ^s proporcional a ia variacion de /^ con el tiempo, o sea, 

en donde la constanle de proporcionalidad M se llama coeficienie de induccion mutua entre las dos 
bobinas. En el sistema rnksa la unidad de induccion mutua es la misma que la de autoinduccion, el 
henrio (H). 

Combinando las (3) y {4) se obtiene 

Con un conjunto de bobinas devanadas sobrc un mismo niicleo de hierro, la relacion entre el flujo 
y la corriente no es lineal y la induccion mutua viene dada por (5). Si el medio de acoplo de las bobi- 
nas es el aire, la relacion entre el fiujo y la corriente es lineal y la induccion mutua es 

M = ^:bi (6) 

El acoplamienio mutuo es bilateral y se obtienen analogos resultados si por la bobina 2 (Fig. 13-1) 
circula una corriente, variable con e! tiempo, ij. Bnlonces, los flujos son 0^, ip^i y (^22 y '^ tension indu- 
cida en bornes de la bobina 1 es Vi = Midi^ldt). con lo que las Ecuaciones (5) y (6) se transforman, 
respectivamente, en 



2 



COEFICIENTE DE ACOPLO k 

En la Fig. 13-1 el flujo de acoplamiento depende de ia separacion y orientacion de los ejes de las 
bobinas y de la permeabilidad magnetica del medio. La fraccion del flujo total que abraza o acopla a 
las dos bobinas se llama coeficiente de acoplamiento k. 






Por ser (^,2 ^ <^j y ^i\ ^ ^i^ *^' ^^'*^'' ni*^'''^'^^ '^^ ^ ^^ ^^^ unidad. 

El coclicicntc M se pitcdt: cxptcsar en fuiicioii de las autoinducciones L, y L^ de la forma siguienie. 

Multiplicando (6) por [8), 

- = (^)(^) " (^)(^) - '•(^)(¥) "> 

y susiiluyendo L, - N,4>Ji, y L. - }^Azi^2 «" (^^ 



M'^ -- k^liU y M == k\/LnLi 

ANALISIS DE CffiCUITOS CON ACOFLO MAGNETICO 

Para comprender mejor cl sentido del dcvanado y sus efectos en las lensiones de induccion muiua, 
las bobinas se han representado sobre un nucleo (Figura 13-2). 
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Para asignar los putitos a un par de bobinas acopladas se elige un sentido para la corriente en una 
de ellas y se coloca un punio en el terminal por el que la corriente entra en el arroUamiento. Aplicando 
la regla de la mano derecha se determina el flujo correspondiente, Fig. 13-5(<i), Ahora, en la segunda 
bobina, segiin la ley de Lenz, el flujo ha de oponerse al creado por la variacion de corriente [vease Figu- 



* 





(«) 



Fls.lS-5 



J 



(*) 



<*) 



ra I3-5(Z))]. Utihzando nuevamentc la regla de la mano derecha, se determina el sentido de la corriente 
natural colocando el otro punto en el terminal por el que dicha corriente sale del arroUamiento, No es 
precise, pues, dibujar los nucleos y el diagrama queda como indica la Figura !3-5(c). 

Para determinar el signo de la tensi6n de indncci6n mutua en las ecuaciones en las corrienles de 
maJia se utiliza la regla de los puntos, que dice: (1) Si las dos corrientes supuestas eniran o salen de las 
bobinas acopladas por los terminaks con punto, los signos de los tirminos en M son los mismos que los de 
los tirminos en L; (2) Si una corriente entra por un terminal con punto y la otra sale por el otro terminal 
con punto, los signos de los terminos en M son opuestos a los de los terminos L. 
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(tt) (6) 

Pig. 11-7 



La Fig. 13-6 muestra cu^ndo los signos de los terminos en jW y en i ?on opuestos. En la Fig. 13-7 
se represeman dos casos en los cuales dichos signos son iguales. 



Veamos otro ejemplo de las polaridades re- 
iativas en relaci6n con los circuitos con acoplo 
mutuo; consideremos el circuito de la Fig, 13-8 
en ei que se han senalado los puntos y elegidas las 
corrientes en la forma representada. Puesto que 
una corriente entra por un terminal con punio y 
la otra sale por el punto, el signo de los terminos 
en M son opuestos a los de L. Para este circuito, 
el sistema de ecuaciones en las corrientes de ma- 
lla, escrito en forma matricial, es 



" Zii -ji.M 



h 
h 



V, 




(15) 




Fig. 13-8 
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En la Fig. 13-9 aparece un circuito simple 
con acoplamiento conduct! vo de dos mallas, in- 
dicandose los lerminalcs positivos. El sistema de 
ecuaciones en las corrientes de malla, escrito en 
forma malricial, es 



Zn -Z 
-Z Za 



Ii 



Vi 




©t 



rh\ 



{16) 



La impedancia Z» comun a ambas corrientes 
tiene signo ncgativo, ya que las intensidades Ii e Ij 
Ea recorren en sentidos contrarios. 



I 
I 



Ci^ 



z 



Fig. lS-9 



Prescindiendo del interior de los recuadros en la Fig. 13-8 y U-9, ambos circuitos tienen el mismo 
aspecto, salvo los puntos en uno y los signos en el otro. Comparando {15) y {]6) se ve como el signo ne- 
gative de joiM corresponde con el de Z. 

CIRCUITOS EQUIVALENTES CCN ACOPLO CONDUCTIVO 

Analiticamcnte es posible sustituir un circuito con acoplo mutuo per un circuito cquivalente con 
acoplo conductivo. Sea el circuito de la Fig. 13-I0(fl) y lomemos los sentidos de las cornentes I, e I3 
como se indica. El sistema de ecuaciones en las corrientes de malla, escriio en forma matncial, es 



—j<iM Ri + jviLz 






V, 
V2 



{17) 



, WM- 
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r^ 



. vw^ 



j^M 



i*t^i 
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(t) 



Pig. 13-10 



Sean los sentidos de las corrientes en la Fig. 13.10(*) los mismos que en la Fig. 13-10(a). Las mten- 
sidades I. e I. pasan por la rama comun en sentidos opucstos; la impedancia entonces esjtoA/. En {77), 
Zi, = r\ +JayU Como la corrietile de malla I^ pasa por ia rama comun con impedancia jt^A/, es 
preciso insertar en el lazo (-ycoA/) y escribir 



De igual forma, en la malla 2 



Zn = Bi + i")L( - >M + jt^M = Ri -\- juLi 



Si se escnbcn las ecuaciones para las corrientes del circuito de la Fig. 13-10(6) obtencmos el siste- 
ma {171 Por tanto, el circuito con acoplo conductivo de la Fig. 13-10(6) equivale al acoplado magneti- 
camente dc la Figura 13-10(o). 
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El raetodo anterior de andlisis no siempre conduce a un circuito equivalente fisicamente realizable. 
Esto es cierto cuando M > L^ o M > L2 

Para sustituir la conexi6n en serie de las bobmas con acoplo mutuo de la Fig. l2'U{a) se procedc 
de la manera siguiente; Se aplican, en primer termino, los metodos estudiados y se obtienc el equiva- 
lente con puntos de la Fig. 13-1 l(i). Despues se sustituye este liltimo por el equivalente conductive de 
Ja Figura 13-ll(c). 



—^ft^V-^ 
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MLi+Lt~im 



<*) 



Fis. 13-lt 



El andlisis del circuito de la Fig. 13-1 1(a) exige considerar los flujos magneticos para determinar los 
signos de las tensiones de induccion mutua. Con el circuito de la Fig. 13-11(6) no hace falta considerar 
los flujos, pero si la regla de los puntos. Por likimo, con el circuito de la Fig. 13-1 1(c) se pueden cscribir 
directamente ks ecuaciones necesarias, sin prestar atcnci6n ni al flujo, oi a los puntos, ni a la induccidn 
mutua. Los tres circuitos son equivalentes y tienen la misma impedancia compleja, Z — Rx -¥ Jo){Li 
+ L2- 2M). 



Problemas resueltos 



13-1 Por el arroUamiento 1 de un par de bobtnas acopladas circula una corriente de 5 amperios y los 
flujos correspotidientes 4>^i y <pi2 son 20.000 y 40.000 maxwell, respectivamente. Si el niimero de 
espiras es N^ ^ 500 y ^3 = 1500, hallar L^, L2, M y k. {I weber - 10* maxwell.) 

El flujo total es 01 - 011 + <^i2 = 60.000 Mx = 6 x 10" * Wb, La autoinduocidn de la bobina 1 es, 
por tamo, i, = Ari0j//i = 500(6 x 10-*)/5 = 0.06 H. - 

El cocficiente de acoplo * = 0,j/0i = 40.000/60,000 = 0,667. 

La induccidn mutua M - A^z'^u/A = 1500(4 x t0-*)/5 = 0,12 H. 

Ahora bien, como M = kjL.L^, 0,12 = 0,667 yO,06Lj, se deduce Lj = 0,539 H. 

13-2 El coeficiente de acoplo de dos bobinas, Lj =0,8 henrios y -L^ = 0,2 henrios, es /c = 0,9. Hatlar 
la inducci6n mutua M y la relaci6n del numero de espiras Ni/Nj^ 



La induccion mutua es M = kJl^L^ = 0,9^0,8(0,2) = 0,36 H. 

Sustituyendo en A/ = /^j0,2/''i. 't^i, en lugar de ^ij y multiplicando por NJh\, resuJta 



M - h^{!^\ = Jt^Z-i de donde NJN^ = kLjM - 0,9(0,8 )/0.36 = 2 
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13-3 Dos bobinas de autoinducciones L, - 0,05 henrios y L, = 0,20 henrios tienen un coeficiente de 
acoplo k = 0,5. La bobina 2 posee 1000 espiras. Si la corriente en Ja bobina I es i^ = 5 sen 400/ 
determinar la tensi6n en la bobina 2 y el ftujo mAximo de la bobina L 

La induccidn mufua mixima es M = k^/Lj:; = O.5yo,05(0,10) =. 0.05 H. La tensidn en la bobina 2 
mene dada por t., = M[dijdt] = 0,05 ^ (5 sen 400/) = 100 cos 400/, Como la tensi6n en la bobina 2 viene 
dada tambien por v^ = N^idf^xJdil se abtiene 

100 cos Ami = 100Q{d<Pi2/di) 
y 012 = 10'^ j lOOcosiOOtdt = 0,25 X 10''sen400r 

El flujo m^ximo de (f^i^ es 0,25 x ift-^ Wb, Por tanto, el miximo de 0, es 

'Pii:^^ 0,25 X 10-=* 



'1 ia*X 



0,5 



0,5 



= 0,5 X 10-^ Wb 



13-4 Aplicar la segunda ley de Kirchhoff a] circuito con aco- 
plo magnetico de la Fig. 13-12 escribiendo la ecuacion 
en valores instantineos, 

Examinando el sentido de arroiiamiento en las bobinas se ve 
que los signos de los terminos M son opueslos a los de Jos termi- 
nos L. N6tese tambien que la tension de la induccion mutua apa- 
rece en cada bobina a causa de la corriente i en la otra bobina 
del par. 



m + Li 



dt 



M 



^+1 f 



di 



di 



idt + L^-rr — M -T7 — 



dt 



dt 



V 



o bien Ri + (Li -f- Lg -- 2M) |^ + ^ J t df = v 



R 

I — WW^ 



Ot "( 



-»i^ 



>Lj 



Fiff. 13-12 



T 



13-5 Escribir el sistema de ecuaciones en las corrientes de maHa en valores instantaneos para el cir- 
cuito con acoplo magnetico de la Figura 13-13. 

Se eligen las corrientes /j e ij como en el csquema, y se aplka la rcgla de la mano derecha a cada arroJJa- 
mienlo. Como los flujos tienen el mismo sentido, el sigoo de los terminos M es iguaJ que el de los L. Por tanto, 



Rii, + tt -7^ + M 



dii dit 



— V 



— V 





FigAl-li 



fig. Ll-U 



CAP, 13] 



AUTOINDUCCION E INDUCCION 



185 



13-6 Repetir el proWema anterior con la corriente i'^ en la forma indicada en la Figura 13-14, 

AI apiicar la segunda ley de K.irchhoff a la malla de corriente ij las tensiones de induccibn iButua son ne- 
gativas. Por tainto, 

d ^H 



RtiH-ii) + 



?^2 






(ft' 



dt 



13-7 Dos bobiiias en serie tienen una autoinduccion equivalente i^ si la conexi^n es a favor y Lg si 
la conexion es en oposicion. Determinar la induccion mulua M en funcion de L^ y Lg. 

Si la conexion es a favor, la uutoinducci6n equivalente vienc dada por 

L^ - Li + Li + 2M (i) 

y se monian ea op(Jsici6[i 

La = Li + Li - 2M (*) 

Restando ambas cxpresiones 

Lj^~ Lb = iM de donde M = |',L^ - L^) 

La soluci6n indies uq metoda expcriinental para detemiinar M. Basta coneciar las bobinas de las dos 
formas y obiener las autoinducciones equivalenles en un puente de corrieoic altcrna (c.a.). La induccion mutua 
resultante cs un cuarto de la diferencia entre las dos autoinducciones equivalenles. 



13-S Obtener el circuito equivalente con puntos dd circuilo con acoplo magnetico de la Fig. 13-15. 
Determinar la tension en la reactaacia -7 10 empteando el circuito equivalente. 
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Para colocar los pantos en e! circuito consid^remos soiarnente las bobinas y sus seiitidos de arroLIamienlo. 
Se alimcnta con una corriente en la parte superior de la bobina de la izquierda y se coIoca un punto en estc 
terminal. El cor respond is rue sentido de! fiujo es hacia aj-nba en la parte izquierda del niicleo. Segiin la iey de 
Ixnz, d flujo en la bL>bTtia de la derech-^ tiene que ir tambien hacia arnba. La regla de ia mano derecha 
proporcjona la direccior. dc b corriente naiura: Esta corrienie ^le del devanado por el terminal superior, que 
se senaia, por tanto, con un punic, corrio se ve en la Figura 13-16. 

Con la ekccion de i^ e f^ eiejiidas como apaiece en la figura, el sistema de ecuaciones de corriente, en for- 
ma matricial, es 



5 + ;3 10 + j6 



10 
10 " jlO 
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de donde 



h 



10 5 + j3 

10 - JIO 10 + j6 



i. 



:= 1.015 /113.95^ 



Por tanto, la caida de tension en la reactancia ~jlQ es 

y ^ Ii(-jlO) = 10.15 /23,95' 



13-9 



Obtener ei circuito equivaJente con punlos de las bobinas acopladas magneticamente de la Fi- 
gura 13-17 y escribir la ecuacion correspondiente. 
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Fig.lM7 



Fig.lS-18 



Asignando los puntos por los meiodos dd Problema 13-8 .e obtiene el circuilo de la Fig. 13-18. Si se 
aplica la segunda ley de Kirchhoff a la malla simple, se hene 

r^j + ^ + ,-^(Li + La + La + 2Af^ - 2Mfl - 2Afc)l I = V 



13-10 En el circuito acoplado magneticamente de la 
Fig 13- 19 hallar la caida de tension en la resis- 
tencia de 5 ohmios. con los puntos asignados 
como indica el esquema. Despues, mvertir la 
polaridad en una bobina y repetir el problema. 
La inducci6n mutua se calcula a partir de 






It = &.8 



V Jig . . 



M^gi 



01 



(T^ |» (^ 



Hallando la corriente Ij, 
3 + jl 



;W4 



U = 



-3 - il,66 



60 




Fig. 13-19 



3 + n -^ - Ai66 
-3 - jl,66 8 + i6 



17l/2|f_ ^ ft.6Q /-24.8^ 



19,9 /53.8° 



U caida de tension en la resistencia de 5 e. V, = (5)1. = 43/^24^V. 

Can^biando la polaridad en una de la. bobinas varia la matriz d. impedancia., resultando un n.evo va- 
lor de Ij. 



CAP, 13] 



AUTOINDUCCION E INDUCCION 



187 



I, = 



3 + jl 
-3 -f 7*9,66 


50 



3 + jl 
-3 + J 9,66 


-3 + i9,66 
3 + j6 



605/-72,7° 
132 /39,4^' ~ 3,83/:: ll2,I' 



La caida de tension en la r^jsistencia de 5 fi es, en estc caso, Vj == {S)!^ = 19,15/^112,1° V. 

I3-n Hallar la autoinduccion equivalente de la conexion en paraldo de L, y £, representada en la 
Figura 13-20(o). 



0,3 H 



■^^IKP 1 



k ^ (J. 7 







M =. Q.HJ H 



Fig. 13-20 



(t>) 



La induccjon mutua A/ = /rV^;!^ = 0,7v''0.3(0,8) = 0.343 H. Se dispone el circuito en la forma de 
la Fig. \2'20{b) y con las comentes en las mailas dibujadas, se tiene 



ywO,3 >w0,043 
ya^0,043 yw0,414 



"^entMcli 1 



[Z] = 
- A ^ ■/t^0.3(/ctj0,4l4) - (y'(yO,043)^ 



= >0,296 



Aji yctj0,414 

Por consiguiente, la autoinducci6n equivalente de las bobinas acopladas es 0,296 H. 



13-12 Para medir el coeficiente de induccion mutua de 
un par de bobinas se utiliza ei puente de Heaviside 
de la Fig. 13-21. Hallar M en funcibn de las otras 
constantes del puente cuando la corriente I/> en el 
detector es igual a cero, 

Se eligen las dos corrientes de malla li e I^ dibujadas 
en el esquema. Si l^ ~ 0, las caidas de tension en R^y R2 
ban de ser iguales: 



Jfili = R2I2 



(/) 



Andlogamente, las caidas de tension eti (R^, + joiL^] y 
{R^ + jmL^) tambien tienen que ser iguales. Sin embargo, 
en Ln, aparece una tension de induccion mutua y la corrien- 
te en k otra bobina del par, L5, es la suma 1: + Ij. 

Llevando Ij = {RJR:^}1^ a la ecuaci6n (2), 




Igualando las partes real e imaginaria, 

iJ.flj = fi,/?3 y j»(l^ + M + ~m\ = i<.~L3 dedonde M = ^'^^ " ^'^< 

\ iii J R2 Bi + JJj 



(J) 
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13-13 Sustituir el circuito con acoplo magnetico de 
la Fig. 13-22 por ei equivalente de Thevenin en 
los terminales AB. 

La tension equivalente de Thevenin V es la tcn- 
si6n a circuito abierto en los terminales AB. Con las 
corrientes Ii e Ij elegidas como en la figura y haliando 
el valor de Ij- 



U = 



6 + j5 


10 


-2 + ?3 





& + j6 


-2 + j3 


-2 + J3 


6 + jt 


20 - yBO 
10 + ;67 


= 0,533 



Ahora bien, V = V^^ = 1^(4) = 2J3/- 137,8° 

Para deicrminar Z' en e! equivalente de Thevenin 
se considera la tercera corrienic de malla I3 y se calcu- 
la Z„,„4, J, que es la iirspedancia en los terminales de 
AB con todas las fucntes intemas iguales a cero. 



Z' — ^tMl 



>d<t3 



;456 



10 + i67 



^33 



= 6,74/8,5' 



-WW\M- 



lO/O^ 



©t 



r^ 



5 + i5 


-2 + j3 





-2 + ?3 


6 + ;5 


-4 





-4 


8 



5 + ;5 -2 + ;3 
-2 + ;3 6 + i6 



-VVW- 



^ 



>5 

r\i2lL/lr' 

J5 



-W^ 






JWVW 

4 



Fig. 13-22 



Z' 



J- 



6.63 -t-jd,^* 



v.0t 



Fig. 15-23 



El circuito equivalente de Thevenin se rcpreseoU eo la Figura 13-23. 



■*B 



-•B 



13-14 En el circuito acoplado de dos mallas de la 
Fig. 13-24 demostrar que no son necesarios los 
puntos siempre que la segunda malia sea pasiva, 

Se eligen las corrientes de malla como en el esque- 
ma y se halla el valor de Ij, 



I, = 



2 + j5 BO 
±j4 



2 + ;6 ±?4 
±}i 6 + jlO 



_ -50{^j4) ^ 3.92 /61.9^ ± 90° 
-24 + ;4B 




Fig. 13-24 



El valor de A, no esd afectado por el signo de Af y la corriente I3 tendr^ un ingulo de fase de 151,9*' 
o -28,r. Como no hay fuentes de tension en la malla no cs necesario eonocer la polaridad de la tensi6n de 
induccion mutua. Las caidas de tension en las impedancias de,las mallas son iguales en valor absolute y di- 
ficrcn 180' en la fase. La potencia en una impedancia no se ve afectada. Tambien se vcrifica que Ij es iden- 
tico para uno u otro aigno en la induccidn mutua. 
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13-15 Hallar, en el circuito de la Fig. 13-25, el valor de A^ que da lugar a un maximo de potencia trans- 
ferida despues de elegir fa mejor coriexi6n para las bobinas y determinar el valor del coefidente 
de acoplo k. 
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Fig. 13-25 



Pig. 13-26 



La impedancia del circuito a la izquierda de A£ ha de ser minima. Expresando la impedaacia de esta 
parte del circuito, 

Z - 5 " J5 + yi2 + ji2 ± 32Xj^ =: e + ;19 ± J2ky/T2{l2) 

Para que la impedancia sea minima, la reactancia debe ser nula; en consecuencia, el signo adecuado para !a 
mutua es el negative. ^_„_^_ 

19 - 2*^/12(12) = de donde . Jt = 19/24 = 0,792 

La conexidn representada en la Fig. 13-26 da iugar a que el signo de las tensiones de inducctdn mutua 
sea negative como es precise; enlonces, la ijnpedancia del circuito a la izquierda de ABcs de 5 fl, resistencia 
pura, y la potencia maxima se tiene cuando R^ = R^ = 5 (i. 

13-16 El circuito de la Fig. 13-25 tiene una resistencia de carga Rj^ - 10 ohmios y una fuente V = 50/0° 
voltios. Con las dos conexiones posibles de las bobinas y k variable desde a 1, hallar el margen 
de potencias que se puede suministrar a la resistencia. 

Con el acoplamiento representado en la Fig. 13-26 el signo de la inducci6n mutua es negativo y la impe- 
dancia total del circuito, incluyendo la carga, es Zj. = 5 - j5 + jl2 + J]2 - J24k + 10. Sea Jt == 1; en- 
tonces, 



Zr ^ 15 - /5 == 15,8 /- 18,45" . 1 = 



50/0^ 



= 3,16 /18,45° 



Zr 15.8 /- 18,45 ° 

La potencia en la resistencia de 10 Q es P = RP = (10)(3.16)^ = 100 W. 
Sea ahora k = 0; entonces, 

Zr = 15 + yi9 = 24.2 /51.7° . I = 50/0° /(24, 2/5 1,7^ ) = 2,06 /- 51,7^ 

La potencia en la resistencia de 10 fl es (10)(2,06)^ = 42,4 W, Con k = 0,792, /■„„ - 111 W. 

Cambiese la conexion de las bobinas para obtener un signo posiiivo en la induccion mutua. La impe- 
dancia, en tal caso, es Zj- = 15 f yi9 +7jt24. 

Sea k = I; entonces, 

Z^ = 15 + J43 = 45.6/70.8^ , I = 50/F /(45. 6 /70.8° ) = 1,095/ -70,8° 

■ 

La potencia correspondiente P = RI^ = (10)(1,095)^ = 12 W. 

Por consiguiente, en la resistencia de 10 fl puede esperarse una potencia entre 12 y 100 W. 
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IJVn Obtencr el circuito equivaiente con acoplo conductivo del circuito con acoplo magnctico de 
la Figura 13-27. 

Elegidas las corrientes Ii e Ij como se indica, la ecuacidn uiatricial es 



r— MSb^ 
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3 + 3l -3-72 
-3 - }2 8 + ;6 
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Fig. 13-28 



Se eligen las corrientcs de malla en cl circuito con acoplo conductivo con los inismos sentidos que en «1 
circuito con acoplo magnitico. De la matriz de impedandas, Z12 =^ -3 ->2. Como las comentes pasan 
por la rama comiin en sentidos opuestos, la impedancia precisa en la rama es 3 + j2. La impedancia propia 
de la malJa 1 es Z^ = 3 + jl. Por tanlo, hace falta en la malla una impedancia -;1. De igual fonna, pues- 
to que Z22 = 8 + ;6. la malla neccsita una impedancia de 5 + y4, ademis de los elementos de la rama co- 
miitt, como se ve en la Figura 13-28, 

13-18 Obtener el circuito equivaiente con acoplo conductivo del circuito con acoplo mutuo de la Fi- 
gura 13-29. 




5-, 4 




Pig. 13-29 



Fig. 13-30 



Se eligen las corrientes Ij e Ii y se escribe la ccuaci6n matricial en las corrientes de malla. 



7 + j8 -2 - ;12 
-2 - jl2 6 + jl9 



I2 



La* corrientes de malla en el circuito con acoplo conductivo pasan por la rama comtin en sentidos opues- 
tos. Puesto que Z12 en la matriz de impedancias es -*2 - jll, la impedancia de csta rama ha de ser 2 + jl2, 
Tambien, dc la matriz de impedancias, Zn = 7 -I- y8 y Zjj = 6 + jl9. Entonces, las impedancias que fal- 
tao en las maJIas i y 2 del circuito equivaiente son, respectivameme, 

Z^ = (7 + ,-8)_(2-|-;l2) = 5 - i4 y Zj = {6 + ;19) - (2 -^ ;12) ^ A + jl 

Et circuito equivaiente acoplado conductivamente es el de la Figura 13-30. 
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13-W Dos bobinas tiencn un cocficicDtc de acopio k = 0.85 y la bobina 1 posee 250 espiras. Con una corriente 
/i ^ 2 amperios en la bobina 1, el flujo total 4>^ es 3,0 x 10"* webcr. Si i^ sc reduce linealmente a cero en 
dos milisegundos, la tensi6n inducida en la bobina 2 es de 63,75 voltios. Dctenninar los valorcs de L, L, M 
y JVj. Sot. 37,5 mH; 150 mH; 63,8 mH; 500. ' * 

13-20 Dos bobinas acopiadas ti^neti A^j = 100 y iV^ ^ 800 cspiras, con un coeficiente de awpto 0,85. Con la bobi- 
na 1 abierta y una corrienie de 5 amperios en la 2, cl flujo 0^ vale 3,5 x 10"* webcr Hallar L. L, y M 
Sol. 0,875; 56; 5,95 mH. 

13-21 Si dos bobinas idenlicas tieuen una autoinduccion cquivalente dc 0^080 henrios asociadas en scrie con el mis- 
mo sen lido, y 0,035 henrios en serie, pero en oposicion, (.cuiles serin los valores dt L^, Lj, M y kl 
Sol. Li = 28,8 mH; L^ = 28,8 mH; M = 11,25 mH; 0,392. 

13-22 Dos bobinas acopiadas con L^ = 0,02 henrios, Li = 0,01 henrios y t = 0,5 sc conectan de cualro formas 
diferentes: en serie, a favor; en serie, en oposici6n; en paraldo con las dos disposicioncs del seniido de los arro- 
llamicntos. iCuAles son Jas cuatro autoinducciones equivalcntcs? Sol. 15,9; 44,1 ; 9^47; 3,39 mH. 

13-23 Dos bobinas identicas con L = 0,02 henrios tienen un coeficiente de acopio it = 0,8. Hallar M y las dos auto- 
inducciones cquivalcntcs con ias bobinas en serie, a favor y en oposici6n. SoL 16; 72; 8 mH. 

13-24 Dos bobinas cuyas autoinducciones estin en la rclaci6n cuatro a uno tiencn un coeficiente de acoplo^ t ^ 0,6, 
Si estin en serie con arrollamientos en el mismo sentido, la autoicducci6n cquivalentc cs 44,4 mH, Hallar L^, 
L2 y M. Sot. 6; 24; 7,2 mH, 



13-25 Dos bobinas de autoinducciones L^ - 6,8 mH y 
L2 = 4,5 mH se conectan en serie a favor y en opo- 
sici6n- Las autoinducciones equivalcntes de estas dos 
conexiones son 19,6 y 3 mH, respectivamente. Hailar 
los valores dt M y k, Sol. 4,15 mH; 0,75. 

13-26 Elegir las corrientes de malla para el circuito aco- 
plado de la Fig, 13-31 y escribir las ecuaciones en 
valores instantineos. Obtcner el circuito equivalente 
con puntos, escribir las ecuaciones y comparar los 
resultados. 
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13-27 Dibujar el circuito equivalente con puntos de las bobinas acopiadas de la Fig. 13*32 y haljar la reactancia in- 
ductiva equivalente. Sol. J [2. 
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Fig, 13-32 



Fig. 13-33 



13-28 Obtener el circuito equivdente con puntos de las bobinas acopiadas de la Fig. 13-33 y escribir la ecuaci6n en 
valores instantineos. 
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13-29 Reprcsentar el circuiio equivalente con puntos de hs bobinas ecopladas de la Fig. 13-34 y hallar la comente I 
Sol. 4,4 7/26,7° A. 
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Fig. 13-35 



13-30 Obtener el circuito equivaienle con puntos para las Ires bobinas acopladas de la Fig. 13-35 y hallar la auto- 
inducci6n equivalente en los terminales AB. Todos los coeficientes de acopio son 0,5. Sol. 0,239 H. 

13-31 Obtener el circuito equivalente con puntos del circuito de la Fig, 13-36 y hallar la impedancia equivalente en 
los terminales AB. Sol. 2,54 -h j2,26 fi. 

13-32 En el circuito de la Fig. 13-36 invertir el sentido de arroltamiento de una bobina y hallar la impedancia equi- 
valente. So!. 2,53 ^ A238 Cl. 
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Fig. 13-3T 






13-33 Hallar, en el circuito serie de la ¥\$. 13-37, e! valor del coeficiente de acopio k y colocar los puntos en las bo- 
binas de forma que el circuito este eti resonancia serie. Sol. k = 0,177, 

13-34 Hallar el valor del coeficiente de induccion mutua k en el circuito de la Fig. 13-38 y colocar los puntos en 
las bobinas de manera que dicho circuito serie entre en resonancia. Sol. A: = 0,112. 
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Fig. 13-S8 
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Pie. 13-39 



13-35 En el circuito representado en la Fig. 13-30 hallar el coeficiente de acopio k y situar los punto5 de forma que 
la potencia de salida de la fuenEe de 50/0^ vollios sea 168 vatios. So!, k = 0,475. 
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13^36 En rdaci6n con =1 Probk„ja anterior, haUar la potenda de k salida de la fueote cuando se invierten Jos puntos 
Utilizar d valor de k hallado en d Problema 13-35. Sol. 54,2 W. 



13-37 Hallar, en el circuito acoplado de la Fig. 13-40, la 
relaciin de tcnsiones V2/V1 para que la corriente Ii 
sea cero. Repeiir el problema para I^ cero. 
Sol. 1.41 4/- 45° ; 0,212/32° . 

13-38 En el problema anterior, (,que tensi6n aparcce en la 
reactancia y8 ohmios cuando Vj cs 100/0° voltios e 
Ij = amperios? 
SoL 100/01 V (+ en el puoto). 




j2 fMvj 



Fig. 13*40 



13-39 En d drcuito acoplado de la Fig. 13-41 hallar la reaclanda de inducdon nmtua^Af si la potencia disipads 
en ta resistencia de 5 ohmios es 45,2 voltios. Sol. jA Si. 
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13^ Detenninar, en d drcuito acoplado de la Fig. 13^2, las componentes de la corriente Ij origxnadas por cada 
una de las fuentes V, y V^. Sol. 0.77 /112.6° : 1,72/86° . 

13-41 Determinar d valor del coeficiente de acopJo k en d circuito de la Fig. 13-43 si la potencia disipada en la 
resistenda de iO ohmios es 32 vatios. Soi 0,791. 

• '^ 
k 



20/0° 




• ;8 



10 




Fig, 13-43 



Fig. 13-44 



13^2 En d drcuito de la Fig. 13-44 hallar la impedancia de carga Z^ que da lugar a la transfcrencia de potencia 
maxima en los terminates AB. Sol. 1,4 -^2,74 fl, 

13^3 En d drcuito acoplado de la Fig. 13-45 hallar la impedanda de entrada en los terminales de la fuente 
Sol. 3 + j36,3 n. 

Ii44 En d circuito de ia Fig. 13-45 hallar la tensidn en la reactanda /5 ohmios si la fuente es V = 50/45' voltios 
Sol. 25,2 /49.74^ V. ^ — 
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Fig- 13-45 Figr. 13-46 

13-45 Hallar la impedancia equivalente del circuito acoplado de la Figura 13-46. Sol. 1 Tf yi,5 Q. 
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13-46 Obtener el circuito equivalentc de Thevenin en los termitiales AB dd circuito acoplado dado en la Figura 1 3-47. 
Sol. r ^2+ j6,S n; V = 5 + 75 V. 

13-47 En el circuito acoplado de la Fig. 13-47 obtener el circuito equivatente de Norton en los terminales AB, 
Sol. Z' = 2 + ;6,5 fl; I' = 1 ,0 4/ -27,9° A. 
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Fig. 13-48 



13-48 Obtener el equivaknte de Thevetiin en los terminales AB del circuito acoplado de )a Figura 13-48. 
Sol. Z = 8.6 3/48.75" il, V = 4,8 4/- 34.7" V, 

13-49 Hallar el equivalente de Norton del mismo circuito de! problema anterior. 
Sol. Z' = B,6 3/48,75° Q^ I' = 0.56 0/ -83,4^ A. 

13-50 En el circuito de la Fig. 13-49 hallar la impedancia de entrada en los terminales de la fuente de tension V. 
SoL 7,06 + ;3,22 fl. 
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13-51 Hallar la impedancia equivalente en los terminales AB del circuito acoplado de la Figura 13-50. 
Sol. 6,22 + j4,65 ft. 
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INTRODUCaON 



Un sistema polifdsico esti formado por dos o mis tensiones iguales con diferencias de fase cons- 
tantes que suministran energia a las cargas conectadas a las lineas. En un sistema de dos fases. o bifisico, 
la diferencia de fase entre las tensiones es de 90°, mientras que en los trifisicos dicha diferenda es de 120°! 
Los sistenias de seis o mis fases se utilizan a veces en rectificadores polifiisicos para obtener una tension 
rectificada poco bndulada, pero los sistemas trifdsicos son ios comiinmente utilizados para la genera- 
ci6n y transmisidn de la energia electrica. 



SISTEMAS BIFASICOS 

La rotaci6o del par de bobinas perpendiculares de la Fig, 14-I{a) en un campo niagn6tico constante 
da lugar a tensiones inducidas con un defase constante de 90^. Si las bobinas tienen el mismo niimero 
de espiras, los fasores de tension y las tensiones instantineas tienen valores iguales, como se observa 
en sus diagramas respectivos en las Figuras 14-1 (^) y (c). 




A B 



N 




(a) 



(ft) 



(«) 



Fig. 14-1. Sistema bifistco 

El diagrama fasorial de tensiones de la Fig. 14-1 (f>) tiene como referenda V^jy - Fh^hi^./Q" y la 
tensi6n \^s = ^^K»t.i, ,/90° . Si se unen los extremos /i' y 5' de las bobinas cbnstituyendo la linea N, el 
sistema bifi&sico est£ fonnado por las tres lineas A, By N. La ten$i6n compuesta entre las lineas o fases 
A y B (tension de linea) es superior a la tensi6n simple entre una linea y neutro (tension de fase) en el 
factorv^^queseobtienedelasumaV^j = V^ 4- V^jv - ^'bobio./^O^ + ^b^hiJl^^^^ >A^hobiJ^2^- 



SISTEMAS TRIFASICOS 

Las tensiones inducidas en las tres bobinas igualmente espaciadas de la Fig. 14-2(a) presentan una 
diferencia de fase de 120°^. La tensi6n en la bobina A alcanza el miximo en primer t^nnino, luego lo 
alcanza B y despues C; la secuencia en ABC. Esta secuencia e$ evidente a paitir del diagrama fasoiial 
con su rotacion positiva en sentido contrario at de las agujas del reloj» ya que ios fasores pasarto p(» 
un punto fijo en el orden A-B-C-A-B-C - ■ - , y tambien se ve en el diagrama de tensiones instantiDcas 
de la Fig. 14-2(c) que los maximos se suceden en el mismo orden. 
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(«) 




Fig. !4'2. Ststemft tnfasicci 



La rotacion de las bobinas en sentido opuesio daria lugar a la secuencia CBA representada en la 
Figura 14-3. 





Fig. 14-3. Secuencia CBA 

Aunque la miquina esquetnatizada en la Fig. U-2ia) es leoricamente correcta. en la prdctica se 
presentan limitaciones que se oponen a su utilizacion. Por ello, es el campo magnetico el que gira mien- 
tras que el devanado trifisico permanece fijo. 

La conexi6a de los extremos A\ B' y C [Fig. 14-4(a)] da lugar a un alternador en estrella. Con 
la conexi6n dtAyB',By C\ C y A' en la Fig. 14-4(^) resulta un aiteniador en tnSngulo. 
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Fig. 1 *"4 



ib) 



En la conexion en esirella las corrieiues de bobina y de linea son iguales y la tension compues- 
ta entrc Uncas J^ veces la tension simple de bobina. En ia conexion en triangulo la tension compueSta 
entrc Uneas es igual a ia simple de bobina, pero h corriente de esta es 1/^3 veces la comente de Imea. 

(Veasc Problema 14-2.) ... . ^ • r:^ „.^ 

En Tina y otni conexion las lineas A,ByC proporcionan un sistema tnfdsico de tensiones. El punto 

neutro de la conexion en csuella es ei cuarto conductor dei sistema trifasico de cuatro conductorcs. 



^^^- ^^^ SISTEMAS POLIFASICOS J97 

TENSIONES EN EL SISTEMA TRIFASICO 

f... !^\^^T'''f'' f ""^ *^"''°" '^""^ referenda con un angulo de fase nulo determina Jos an^ruJos de 
fase de todas Jas demas tens.ones del sistema. Como referenda se toma V.^- Los triangulos de "as fLu 
ras i4-5ia) y (b) representan todas las tensiones para las secuencias ABC y c^T ^' ^^' ^^^S"" 




v*B - Vf. /i2g° 

Vex - t^tZZii" 

VcN = (t^L/l/3) y-15Q° 







{a) Secyencia /IBC 



Fig. 14-5 



(fc) Secuencia CBA 



La /^«^/o/7 ^W j;:j/^wtf es la tension compuesta entrc cualquier par de lineas, AyB ByCoCxA 
En el sistema de cuatro conductores el valor de la tension simple o de fase de linea a neuiro es IL/3 veces 

de 208 voltios^ las tensiones compuestas entre lincas son de 208 voliios y las simpJes de linea a nenfrn 

V^c - 20S/0_, V^^ - 208/240 , V^, - 208^120:, V^,, = I20/-9q^, V^^, = 120/30:y V^^ = 120/150°! 

CARGAS EQUILIBRADAS EN UN SISTEMA TRIFASICO 

h'T'**- *:^^" i'istema trifasico ^^C de tres conductores y UO voltios alimenta a una conexion en triangulo 
de tres impedBncms iguale. de 5/451 oh mi os. Detenninar las i.Unsidades de corrieni. en Jas lineas I, K cT y 



h—A- 



110/240^ 



^~^C" 




110/0^ 



»BC 




Fig. U-6 



Fi^. U-7 



Se traza el esquema del circuito con las tensiones en laTorma indicada en la Fig. 14-6. Los sentidos nosjti- 
vos de las corrientes son los indicados en cl diagrama. Entonces, 



*^s — 



'Br 



^CA 



* An 



110/120; 

5 /45° 

110/Q^ ,_ 
5 /45" 

110 /240'' 
5/46^ 



- 22/75° 
22 /-45 ° 
= 22 /195^ 



= 5,7-1- j21,2 
= 15.55 - ; 16,55 
= -21,2 - j6,7 
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Apljcando la priniera ley de KirchhofT a cada vertice dei triingulo de carga, 






= I 



AB 



+ Iac - 22/75. 



_ 



22 /195^ = 38.1/45^ 



= Ua + ^Bc - "22/76^ + 22 /- 45^ = 38.1 /-76^ 
- IcA -t- IcB " 22/195^ ~ 22 /-45^ = 38,1 /165^ 



El diagrama fasorial de la Fig- 14-7 representa las corrientes equiiibradas en las lineas de 38,1 A, con in- 
gulos de fase de 120" entre ellas. 

En ma carga equilibrada conectada en trianguio la tension compuesia entre tineas y la simple defase 
son iguales y la corriente en la linea es ^3 veces mayor que la corriente en la fase. 

Ejemplo 2, Un sistema trif^sico CBA de cuatro conductores y 208 voltios albnenta a una carga equilibrada 
conectada en estrclla con impedancias de 2 0/ - 30^ ohmios. Hallar las corrienles en las lineas y dibujar el diagra- 
ma fasorial. 








Fig.14-8 Fig. 14-9 

Sc traza el esquema del circuito y se escriben en d las tensiones simples entre Itnca y tieutro, utilizando la 
Fig. 14-5(^). Se eligcn las corrientes tal como se ha senalado en la Fig. 14-S con retorno de todas ellas pof el 
conductor neutro. En estas condiciones. 



I^ = 



U = 



ic - 



Van 

Vbn 



VcjM 

~7r 



120/ -90° 
20 /- 30^ 

120/30° 
20OF 

120 /150° 



= 8.0 /- 60' 
= 6,0/601 
= 6,0 /180=' 



20 /-30^ 

Suponicndo positivo ei seniido de la corriente en el neutro hacia la carga, se tiene 

1^. = _{l^ ^ Ib ^ Ic) = -(6,0 /-60° + 6,0/60^ + 6,0 /180° ) = 

El diagrama fasonal dc ia Fig. 14-9 representa las comentes equiiibradas de linea, estando cada una de ellas 
adelantada rcspecto de la tension simple correspondienic en el ingulo de la impedancia respectiva. 

En ma carga equilibrada conectada en estrella las corrienm en las lineas y en las fases son iguales. 
La corriente en el neutro e s cero y la tension corr.pueyf^. entre lineas es ^3, mayor que la tension simple 
de fase, es decir, V^ = V^ Vf 

CIRCUITO EQUIVALENTE MONOFASICO PAR.\ CARGAS EQUIUBRADAS 

De acuerdo con ias transfonnaciones Y-A estudiadas en el Capitulo 12, un conjunto de tres impe- 
dancias iguales, Z^, en una conexibn en trianguio equivale a un conjunto Zy de trcs impedancias iguales 
conectadas en estrella. siendo Zy = (1/3)2^, Entonces es posible un calculo mas directo del circuito 
en estrella para cargas equiiibradas irifasicas de cualquier tipo. 
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El circuito equivalente monofisico unifilar esta formado por una fase del circuito trifasico de cua- 
tro conductores, conectado en estrella de la Fig. 14-10, con uaa tension que tiene el ni6diilD de la tension 
simple de fase y un ingulo de fase nulo. La corriente de linea calculada para este circuito tiene un dn- 
guio de fase respecto del angulo cero de la tension. Por tanto, las intensidades reales de linea I^t Ib e Ic 
tendrdn un de fase, en adelanto o en retraso, respecto de las correspondientes tensiones simples de este 
mismo dngulo. 



N 
B 



UN 




Vl^I^ 




Fig, 14-10. Circuito monofasico equivalente 

Ejeni|rio 3h» Catcular las carrientes de linea del Ejemplo 1 por el m^todo del equivalente monofasico. 

Sc dibuja e[ circuito unifilar y se senala con A la carga, indicando que 
las imped ancias reales esta ban concctadas en triangulo. La impedancia del 
equivalente en estrella es 

Zy = ZJZ - (5/3)/45f 
y la tension simple de linea a neutro es 

Vln = yjV^ = 110/v^ = 63,5 
Entonces, la corriente en la linea es 



63.5/Oi 



(fl/3)/45^ 






Ir = 



'^'^^ ^ 3S.1/-450 

(5/3)^45f '^ 



Fig. U-11 



Puesto que esia corriente retrasa respecto de la tensi6n un ingulo de 45^, las corrienics de linea I^, I^ e I^ 
retrasan respecto de sus correspondientes tensiones, V^, V^j^ y V^j^ en 45'. Los ^ngulos de estas tensiones se 
obtienen del tridngulo ABC de la Fig. 14-Sia). Seguidamente se dan las tensiot^es simples de linea a neutro y las 
corricntes correspondientes. 






Ia = 38.1 /90'^ - 45^ = 38,1 /46^ 
Ib = 38.1 /-30^ - 45^ = 38.1 /-75° 
Ic - 38a /-150'^ - 45^ = 38.1 /-1 95° 



Estas intensidades de corriente son identicas a las que se obtuvieron en el Ejemplo 1 . Si se desean las corricntes 
de fase en las impedancias conectadas en trianguJo, sepueden obtener a partir de ia expresion If = IJy/^^ 
38,1/V^= 22. Los ingulos de fase de estas corricntes se deducen estableciendo primero los angulos de las ten- 
siones compuestas entre Jineas, detcrminando despufes las corricntes con un retraso de 45°, 



YcA = 110 /240^ 



\ai) - 22 /120° - 45° = 22 /75° 
Jac - 22/01^ii5f = 22 /-45' 
IcA = 22 /240° - 45^ = 22 /195° 



CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN TRIANGULO 

La solucion del problema de la carga desequilibrada con conexion en A se obtiene calculando las 
corrientes de fase y aplicando despues la primera ley de KirchhofT a los nudos principales para deducir 
tas tres corrientes de linea, Estas ni ser^n iguales ni presentaran una diferencia de fase de 120°, como 
ocurria en el ca^o de cargas equilibradas. 
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Un sistema trifasico ABC de tres conduciores y 240 voltios liene una carga conectada en triingulo con 
Z ^ 10''0'' Zsc = 10/30^ y'^<:i= ^^l-^T- ■ Obiener las tres corrientes de linea y dibujar el diagrama fasorial. 



U"* A i 





Fig- 14-12 



Fig. 1443 



Construido el esquema del circuilo, Fig. 14-12, con las correspondientes lensiones, las corrientes de fase. 
como se ve en la figura, son independientes y vienen dadas por 



^A& - 



' AB 



240/120 



V 



- ^ 24/120^ , lisc =" 



lii- 



^ 24 /-30^ 



I ■''CA 



Ir. = 



Z^„ 10^ — ^nr 

Aplicando la pnmera ley de ICirchholT a los nudos de la carga se tiene 

I A = l^u - I.-u- = 24 /120" - 16/270" = 38,7 /108.1- 
h ^ hA + he ^ -24/120^ -r 24 /-3Q" - 4G,4^_5.° 
Ic ^ Ua -r Icii = 16/270^ - 24 / -30-^ = 21,2 /190,9^ 
El diagrama fasonal correspondiente se ha representado en la Figura 14-13. 



Vta 



16 /270° 



CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN ESTRELLA CON CUATRO CONDUCIORES 

En un sistema de cuatro conduciores, por el neutro circulara corrienie cuando ia carga este desequi- 
librada y la tension en cada una de las impedancias permanecera constante con ei valor de la tension 
simple de fase o linea a neutro. Las corrientes de linea son distintas y no estan defasadas 120 - 

Ejempio 5. 

Un sistema trifasico CBA de cuatro conductores y 208 voltios alimenta una carga conectada en estrclla con 
Z = 6/0°, Zs = 6/30" y Zc - 5/4^. Obtener las tres corrientes en las lineas y en el neutro, Dibujar el diagra- 
ma fasorial. 





BN 



Fig. 14-14 



Fig. 14-15 
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Se conslruye el esquema del circuito como en la Fig. 14-14. Se aplican las tensioncs y se eiigen las corrien- 
tes como se han dibujado. Las intensidades son independientes y vienen dadas por 

... . -. ^.... , ^.. 24 /105^ 



V 

M — "^ 



6/0° 



= 20 /-9G^ 



In = 



Z. 



= 20/0;, ic = 






Por el conductor neutro circula una corriente cuya intensidad es !a 5uma de las intensidades de tinea 1^*1^6 I^^. 
Suponiendo que el sentido positivo de I^v es hacia [a carga, 

Iw ^ "(Ia + lii + M = -(20 /-90^ + 20/01 + 24 /105^ ) = 14,i y-166.9^ 
El diagrama fasorial es el representado en la Figura 14-15. 



CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN ESTRELLA CON TRES CONDUCTORES: 

Si solamente hay tres lineas A, B y C conectadas a una carga en estrella desequilibrada,' el punto 
comun de las tres impedancias de carga no esta al potencial del neutro y se designa por la lelra «0» en 
lugar de N, Las tcnsiones entre Ids extremes de las tres impedancias pueden variar considerablemente 
desde el valor de la tension simple como se ve en el triangulo de lensiones que relaciona todas las len- 
siones del circuito, Tiene particular interes el desplazamiento a «0>} desde N, tension de desplazamiento 
del neutro. 



Ejemplo 6. 

Un sistema trifasico, CBA, trifilar, de 208 voltios, tiene una carga en estrella con Z^ = 6/0°, 
y Zc = 5/iil . Obtener las corrienies de linea y la tensi6n en cada impedancia, Construir el triangul 
nes y dcierminar la tension de desplazamiento del neutro, V^^^. 

Se dibuja el esquema del circuito y se eligen las corrientes j — ^ 

de malla I, e I2 como en la Fig. 14-16. El sistema de ecuacio- 
nes en forma mairicial en las intensidades 1^ e Ij es 



Z^ = 6/30" 
o de tensio- 



6/0_° + G /3Q" 
-0/30^ 



-6/30^ 
C /3Q° + 5 /45^ 



I. 



208 /240" 
208/0^ 



de donde I, = 23,3^61, r A e I, = 26,5/j;63j4^ A. Las co- 
rrientes en las lineas I^, I^ e I^, con el sentido dado en el es- 
quema, valen 

l^ = Ii = 23,3/26_Lll. 

I^ = f^ ^ Ij ^ 26,5/ ^63,4^ - 23.3/261, r 
= 15.45 /- 2.5" 




Fig. 14-16 



^CO"' 



Ir = -I. 



26.5 /116,6" 



Las ten&iones en las tres impedancias vienen dadas por 
los productos de las corrientes en las lineas por las impedan- 
cias correspondlentes. 

^Ao = ^A^A - (6/0^ )(23.3 /261,r ) - 1 39.8 /261, r 

V^o = ^Bh = (6/30: )ilS,45 /-2,5^ )== 92.7/27^ 

V„ = ZJc - (5/45^ )(26,5 /116,6 -^ ) - 132,5 /161,6^ 



El diagrama fasorial de estas tres tensiones, Fig. 14-17, 
forma un triangulo equilatero. En la Fig. 14-18 se ha dibujado 
nuevamenie este triangulo, aiiadiendo del neutro, con lo que 
se puede observar la tension de desplazamiento V^t^y. Esta 
tension puede calcularse utilizando cualquiera de los tres pun- 
los A, B o C y sigiiiendo la notaci6n convencional del doble 
subindice. Utilizando e! punto A se obtiene 

Vo^ - ^OA + V^^ - -139,8 /261,1° + 120/ -90" 



-->..,^_^ 


16U6« 


?^ 


V 


s ^^"^ 


rv^ 


127,6" 




^ 261, 


iXfo 




\ 


j 


/ 




\ 


t / 






\ 


j / 






N 


1 / 






\ 


1 / 








^V^o 






Fiff. 14-17 







BO 



= 28,^39^ 




202 



SISTEMAS POLIFASICOS 



[CAP. 14 



CAIIGA DESEQUILIBRADA EN ESTREiXA CON TRES CONDUCTOHES 
METODO DEL DESPLAZAMIENTO DEL NELTRO 

En el Ejemplo 6 se ha obtenido la tension de desplazamiento del neutro Vqs en funcion de las ten- 
siones de carga. Si se deiermina una relacion para Yq^ independiente de las tensiones de carga, las co- 
rrientes y tensiones buscadas en el Ejemplo 6 se obtendran con mayor faciiidad, como puede verse en 
et Ejemplo 7- 

Para obtener la tension V^^ se escriben las corrientes 
de linea en funcion de las tensiones en las cargas y las 
admitancias de carga. 



f^YY T-VY T 



V Y 

^ CO ^C 



(i) 



Aplicando ahora la primera ley de Kirchhoff en el punto O, 
Fig. 14-19, se podra escribir 



o bien 



1+1+1 - 
VY+VY+VY==0 

^ AO ^ A ^ ^ BO ^ B ^ ^ CO ^ C ^ 



{3) 



Utilizando el diagrama de la Fig. 14-18 se pueden expresar 
las tensiones V^q, V^o y ^co ^n funcion de sus tensiones 
componentes, 




V = V 

^ AO ^ AN 



^O 



V = V + V 

^ BO ^ BN ^ ^ 



SO 



v_ = 



CO 



Fig. 14-19 



V + V 



Llevando (4) a (i) se tiene 

iV + V )Y + fV + V lY + (V + V )Y 



= 



de donde 



ON 



V Y + V Y + V Y 



(5) 
(6) 



Las tensiones \^^, Vg,y y V^^y en la ecuacion [6) se obtienen del triangulo de la Fig, 14-5 para la 
secuencia dada en eS problema. Las admitancias Y^, V^ e Y^^ son (os reciprocos de las impedancias de 
carga Z^, Z^ y Z^. Por lanto, puesto que todos los terminos de (6) o son datos o se obtienen con facili- 
dad, puede calcularse la tension de desplazamiento del neutro y utilizaria lucgo para determjnar las 
corrientes en las lineas. i 

Ejemplo 7* 

Obtener las corrientes en las lineas y las tensiones en las 
cargas del Ejemplo 6 por el metodo de la tension de desplaza- 
miento del neutro. 

Observando la Fig. 14-20, ia ecuacion para la tension de 
desplazamiento del neutro es 



ON 



sicndo 
Y^ = 1/(6/01) = 0,1667^ 



Yr 



= 0J667 

Va = l/(6i3a^ ) = 0,1667 /- 30" ^ 0J443 - /0.0S33 

\c = 1/(5/45;^ } = 0.20 /-45" = 0,1414 - yO,14I4 

Y^ -h Yb + Vc = 0,4524 - ;0.2247 

- 0.504 / -26.5^^ 
y V^^Y^ - 120/^j9{y; (0,1667/01) - 20£^:_90; 

VsN \s = 120/30^ (0,1667/ -30^- ) = 20/01 
V^^^ Yr ^ 120 / 1 Mr (0,20 / -45" ) - 24 /105'^ - -6,2 + ;23,2 
^"'^.v ^A + Yj^^ Yj(j + V(^,^ \^ 
Por tanto. 




Fig. 14-20 



720 



20 



13,8 + ;3,2 - 14.1 /13, r 
Von = 14,1 /13J '\ /0.504 /^26,5' = 28.0 /39,6" 
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neutr^' ^^^^'^nes V^^. V^^, y V^o se obtienen a partir de V^^ y de la correspondiente tension simple de linea a 

^AO = V^;, + V^o = 12 0/- 90° - 28, 0/39.6^ ^ 139,5 /261,1" 
^Bo = Vajv + Vj^^, = 120/30° - 28,0/39,6^ = 92, 5121 y 
Vco = VcN + \no = 120;1501- 28.0 /39,6" = 1 32.5 /161 >45° 
Las corricntes en las lineas se obtienen /dcilmente de las tensiones y correspondientes admitancias de carga: 

K = V^o Y^ - I39,5 /261.r (0,1667/0^ ) ^ 23.2 /261.1° 
h = Vjo Vg = 92.5 /27. r (0.1667/^30!_l = 15,4 / -2.9° 
Ic = Vco Yc = 132.5 /161 .45M 0.2 O/-45M = 26, 5/116.45° 
Las corrientes y tenstones anteriores esiin de acucrdo con las obienidas en el Ejemplo 6. 



POTENOA EN CARGAS TRIFASICAS EQUHJBRADAS 

Como por las impedancias de las fases en cargas equilibradas, tri^nguJo o estrella, circulan corrien- 
tes iguales, la potencia por fase es un tercio de la potencia totaL La tension entre los extremes de la im- 
pedancia Z^, Fig. 14-2 1 (a), es la tensidn compuesta entre lineas y la corriente es ta corriente de fase. El 
angulo entre la tension y la intensidad es el de la impedancia. Entonces, la potencia por fase es 



Ff = VJf cos 



(7) 



y ta potencia total 



/*r = 3f'i/fcos0 [8) 

Puesto que en las cargas equilibradas en A, 4 - ^3/^, 

^r = y3"f^i4cos0 (p) 

Por las impedancias conectadas en la estrella de la Fig. 14-21 (6) 
circulan las corrientes de linea y la iensi6n en Z»- es la tensidn 
simple defase. EI ingulo entre ellas es d de la impedancia. En- 
tonces, la potencia por fase es 




<a) 



Pp = Kp/i. cos e 



y la potencia total 

Pj. = 3 Vf^L cos B 
Puesto que V^^ = y/TVp, 

Pj = y/Tv^,(^ cos 



{10) 



un _ 



{12) 




Las ecuaciones {9) y U2) son identicas. por tanto, la potencia total en cualquier carga tnfasica equi- 
librada viene dada por JTvJl cos 0, siendo 8 el angulo de la impedancia de carga o el dngulo en una 
impedancia equivalente en el caso en que varias cargas equilibradas scan alimentadas por ei mismo 

sistcma. . , ^ ^ i ■ j r. 

La potencia aparenie total 5^ y la potencia reactiva total Qt estin relacionadas con Pj-. f^mo se 
vio en el Capitulo 7. Por consiguiente, una carga tnfasica equilibrada tiene unas potencias activa, apa- 
rente y reactiva, que vienen dadas por 



p = ^/3V,I,CQS6 



V^VJ, Q, - v/3r,/,sene 



iI3) 
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VATIMETROS Y CARGAS EN ESTRELLA CON CUATRO CONDUCTORES 

Un vatimetro es ua aparato de medida con una bobina de tension y otra de inlensidad. dispuestas 
de forma que la desviadon es proporcional a K/cos B, en donde 6 es el angiiio enlre la tension y la in- 
tensidad. Una carga conectada en estrella, con cuatro conductores, necesita ires vatimetros dispuestos 
en cada linea como muestra ta Figura \A-22ia). 



B 






N » 



■fc •* 1 



^w^ .._' 




(a) 



Fig.U-22 



^CN 




(6) 



B.V 



El diagrama fasorial de la Fig. ]4-22(i) supone que ta corriente esta retrasada en la fase A y adelan- 
lada en las fases By C, con defases 0^, O^y 0^ respectivamente. Las lecturas del vatimetro son, entonces, 



»^. = '^.mK cos ^\' , W, = l\,I, cos 4."/ , 



W. 



rCN 



^Cs ^c <iOS 4:1^ 



(U) 



en donde 4.''/ representa el angulo entre V^^ e 1^. El vatimetro IV ^ lee la potencia en la fase A y I0& 
^''b y ^o s" S^s fases 5 y C. La potencia total es 



METODO DE LOS DOS VATIMETROS 

La potencia total en una carga trifasica con tres conductores viene dada por la suma de las lecturas 
de dos vatimetros conectados en dos lineas cualesquiera con sus bobinas de tension conectadas a la 
lercera linea, como se representa en la Fig, 14-23. Las lecturas de los dos aparatos son 

T-^'. = ^'.sL^o^^'.^ y ^\ = F,^.J,coS4^« {16) 

Aplicando las leyes de Kirch hoff a los nudos A y C dt la carga en triangulo se obtiene 



h = h. + I.c 



^C '•CA CU 



(17) 




'CB 




DC 



Fig. U -23 



Fig- 14-24 



^^^ '"^J SISTEMAS POLIFASICOS 

Sustituyendo las expresiones (77) de I^ e I^ en Us ecuaciones (16) se obtiene 

^. = ^AB hB cos 4'a"b + V,, /,, cos 4I1C 
^c = VcB ^A coa ^'S + V^^ /^, cos 2^ 
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Los lerminos F^, /^^ cos 4.'^/^ y y^^ /^.^ cos jf/^ se reconocen inmediatamente. ya que son las poten- 
cias en las fases AB y CB de la carga. Los otros dos terminos contienen K,,/,, y K„/^, que pueden 
escnbirse ahora como K,/,„ ya que tanto K,, como K,, son tensiones compuestas ent" Hneas e 7.1 
IcA- Para identificar estos dos terminos se construye ei diagrama fasorial de la Fig 14-24 en oue se ha 
supuesio que la corrienie I^^ retrasa respecto de V^^ un ^ngulo B. ' 

El diagrama se deduce, 



,Afl 



4-.r = 60^ + 5 



4-7^ = 60^ - ^ 



(i5) 



AC 



{20) 



Sumando los dos terminos restantes de (18) y sustituyendo (60° + 9) y (60" - 0) en luaar de x^'' 
y 4cA respect! vamente, ® ^""^ 

VJ^^cos{60- + e) + 7, /^^ cos (60° - £?} 
Como cos (x ± y) = cos j: cos >^ + sen a: sen y, se puede escribir 

^L ^.tc (cos 60° cos e ~ sen 60^ sen $ + cos 60^ cos B + sen 60*' sen 8) {21) 

^t>ien T^./^cCOs^ (5^) 

que es la potencia en la fase restante, esto es, en AC. Por tanto, hemos demostrado que dos vatimetros 
dan la potencia total en una carga conectada en triangulo. La apJicacion del metodo de los dos vati^ 
metros al caso de una carga conectada en estreila se deja como ejcrcicio al alumno 



METODO DE LOS DOS VATIMETROS APLICADO A CARGAS EQUILIBRADAS 

Para ver la aplicaci(5n del naetodo de los dos vatimetros a cargas eqtiilibradas consideremos la co- 
nexion en estreila de tres impedancias iguales rcpre&entada en la Fig. 14-25(a). En la Fig. 14-25 {b) se 
ha dibujado el diagrama fasorial para la secuencia ABC en la hipotesis de corriente en retraso 





Fig. 14-25 

Con ios vatimetros en las lineas // y C sus lecturas son 



(6) 



^Va = y.. ^ cos 4-*/ y W, 



CR 



- ^^..^cCOS 2^i 



[23] 



Del diagrama fasorial, 



47^ ^ 30*^ + S 



4^" 



= SO'^ " 5 



{U) 
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Sustiiuyendo en (23), 

^A ^ T^^b^aCOs(30^ + ^) y W^ = V^3 /^ cos (30^ - tf ) 
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{25) 



Si el metodo de los dos vatimetros se miliza con cargas equilibradas, las lecturas son Vi^I^ cos (30° + 6) 
y yjh cos (30^ - 0} en donde es el angulo de ia impedancia. Ambas lecturas se pueden emplear para 
haliar el dngulo d. 

Escribicndo la expresi6n de W^ y teniendo en cuenta la formula del coseno de la suma de dos An- 
gulos, se obtiene 

W^ ~ 7^ /^^ (cos 30° cos ^ - sen 30* sens) {26) 

Analogamente, W.^ ^ V^ I^ (cos 30° cos 6 + sen 30^ sen $) {27) 
Por tanto, la suma vale W^ + W^ = s/^^Jl cos y la diferencia W^ - W^ - VJi^ sen $. 

de donde tg ^ = ^^(^1^^^ {28) 

En consecuencia, la tangente del dngulo en Z es ,yFveces la relacitSn entre la diferencia y la suma 
de las lecturas. Sin conocer las Jineas en las que estdn colocados los medidores ni la secuencia del sistema 
no es posible distinguir entre + 6 y -B. Por el contrario, si se conocen ambas cosas, puede determinarse 
el signo por las expresiones siguientes. Para la secuencia ABC, 



•S^ = V-Z^^^= ^3-^=^= ^Z^^~^ 



y para CBA, 



tg S = V^ 



Wa -r Wb 
Wb + Wa 



Wh + Wc 






Wc + Wa 

Wa- Wc 
Wa + Wc 



{29) 

m 



Problemas resueltos 



14-1 Demostrar que la tension compuesta entre lineas V^ en 
un sistema trifAsico es ^/^ vcces mayor que la tension 
simple de fase o de linea a neutto Vf, 

En la Fig. 14-26 se represenlan las tensiones del sistema tri- 
fasico en un tri^ngulo equilatero en el que la longitud de un lado 
es proporciona) a la tension compuesta Kj, y el punto neutro N 
esia en el centre del triingulo. 

La tensi6n simple tiene como proyeccion horizontal el valor 

Vfr cos 30°, o sea, f^p^/3/2. Puesto que la base es el doble de dicha 
proyeccidn, 




Fig. 14-26 



14-2 Calcular las intensidades de corriente en los devanados a plena carga para conexion en tridngulo 
y en estrcUa, en un altemador trifisico de 25 kVA a 480 voltios. 

En la conexion en estrella la corriente en la linea y en el devanado son iguales. En un sistema trifisico equi- 

librado, 



.S(kVA)= v'SVl/l X 10-» 



/, = 



5(kVA) 



25 



\/3VlX10-i \/3 (480 X 10-3) 



= 30,1 



Ei alicmador con conexion en triangulo y de la misma potencia aparente (kVA) tiene tambiin comentcs 
a plena carga de 30.1 A, Las corrientes en los devanados son /^A/sTPor tanto, /bobin* - 30,1/^^"= 17,35 A, 
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14-3 Un sistema bifasico con una tension simple de fase de 150 voltios alimenta a una carga equilibra- 
da, conectada en triangulo, con impedancias de 10 /53,1° ohmios. Hallar las intensidades en las 
lineas y la potencia total. 

En un sistema bifasico las dos tensiones sim- 
ples tienen una diferencia dc fase de 90°. Por tanto, 
si \gf, se toma como referencia, V^^ esta a 90°, como 
se observa en la Fig. 14-27. La tension compuesta 
cntre lineas es igual a y/2 veces la tension simple dc 
linea a neutro. Por consiguiente, V^g = ^^(150) = 
212 V. Las conic ntes en las fases son 



I.« = 



'ak 



212/135 



L« = 



I 



BS 



z 




10/53, r 


ii,^/»i,y" 




z 


= 


150/90" 

l0/53,r 


15,0/36,9° 


z 


= 


150/0^ 
10/53, r 


15,0/- 53. r 




Fig 14-27 



Las comentes en las lineas se obtienen a partir de las de fase sin mas que aplicar la primera ley de 
fcirchhoft' a los nudos de la carga en triangulo. Si se admite como sentido positivo-para estas corrientes el sen- 
tido hacia la carga, se tiene 

I^ = Ian + Ia$ = 15,0/36.9° + 21.2 /81.9^ = 33,5/63,4° 

h - Un + Ua = 15,0 /- 53.1° - 21,2/81,91= 33.6 / -79.7° 

liv = IsA + In* = ~l5,0/36,r - 15.0 /- 53,1° = 21,2 /171,86' 

La poiencia total se obtiene ulilizando la corriente eficaz en las impedancias 

Pab =^/ijr-(6)(2J,2)^ = 2700W 

^As^ RIan = (6X13,0}^ = 1350 W 

Pbn = R^iff = (6K35,0)^ = 1350 W 

Potencia total = 5400 W 



14-4 Un sistema trifdsico ABC con tres conduct ores a 100 voltios alimenta a una carga con conexion A 
e impedancias de 20/45^ ohmios. Hallar las intensidades de corriente en las lineas y dibujar el 
diagrama fasoriaL 

Se aplican las tensiones compuesias enire lineas de secuencia ABC al circuito dado en la Fig. 14-28. En- 
tonces, las corrientes elegidas son 



Ub - 



V 



Ali 



100 /120° ^ ^ Vac 
= 6,0Z7i^ lac = 



20/45° 



2- ^ 6.0 /^45^ . IcA = ~ - 5,0/195 




V-^c 



Fig. 14-28 
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Para obtener las c£>rrientes en las lineas (vease el csqueirta del circuito) se aplica la primera ley de Kirchhoff 
a cada uno de los nudos principales de la carga. Por tanto, 

h - h^ + Iac ■■= S,0,nZ^ - 5,0/]95- - 8;66/45" 

h = hA + he = -5,0/75^ + 5,0 /- 45-- = S,66 /-75" 

ic = IcA + Icfl = 5,0/195^ - 5.0/- 45-' = 8,66/165° 



EJ dJagrama fasorial de las corrientes de fase y de linea se represenia en Ja Figiira 14-29, 

14-5 Delerminar las lecturas de los vatimetros al aplicar el metodo de los dos vatimelros al circuito 
del Probleraa 14-4. 



Con una carga trifasica de tres conductores las lecturas xiel vatimetro son 



W, 



V,Ti_ cos (30^ + 0) 



^^'2 = ^'iTl t^os (30^ - Q) 



U) 



en donde 6 es el angulo de la impedancia de carga, En el Problenia 14-4, {\ = 100 V, 4 = 8,66 A y el angu- 
lo de la impedancia de carga es 45' Sustiiuyendo estos valorcs en {1) resulta 

tf , = 100(8,66) cos (30'^ + 45^^) = 866 cos 75'' = 224 W 

Wj = 100(8,66) cos (30" - 45") = 866 cos ( - 1 5-') = 836 W 

La potencia total es P^j = Wy + W-'j = 1060 W. 

Como comprobacion, se puede calcular ta potencia total en cualquier carga trifasica equjjibrada por 

P = y^/Jv^ /l cos ^ ^/3 100(8,66) cos 45' = 1060 W 



14-6 Se conectan en estrella tres impedancias idenlicas de 5/ — 30^ ohmios. EI sistema es trifasico, de 
ires conductores, 150 vollios y sccuencia CBA. Delerminar las intensidades de corricnte en las 
lineas y dibujar el diagrama fasorial. 



Ia-^A' 



U-^Ii 



Ic^C- 



'AS 



VcN 







Fig. 14-30 




BW 



En sistemas equilibrados de Ires conductores, conectados en estrella. se puede ;ifiadir el conductor neutro, 
en la forma representada en la Fig, 14-30. Las tensiones simpies de modulo 

^^^' = yj-^ - 150/V3 = 86,6 
se aplican con los angulos de fase de la secuencia CBA. Las corrientes en las lineas son 

^^ "" ~r " ^5^^P^ " ilMtz3^, hi - "2- = 17.32M:^ Ic = -Z-- - 17.32^180." 

El diagrama fasorial de la Fig. 14-31 muesira el eoiijunto de las corrientes de liiica equilibradas con 30"" 
en adelanlo respecio de las teni^iones ;>imples de linea a neulro, el cual corresponde al angulo de la impedancia. 
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14-7 Determinar las lecturas de los vatimetros si se aplica el raelodo de los dos vatimetros al circuito 
del Problema 14-6. 

Con carga trifasica equilibrada, 

M^i = ^i. Il cos (30^ + £f) = 150(17,32) cos (30° + 30^) = 1300 W 
^1 = ^L h cos (30° - 6) = 150(17,32) cos (30"^ - 30^) = 2600 W 
La potencia activa total es P-r ^ Wy + W^ = 3900 W. 

Como comprobacicin, se pucde cajcular la potencia por fase Pf ^ FUl = 4,33(17,32}^ = 1300 W y, por 
canto, la potencia activa total es 

^r ^ ^Z*^. = 3(1300) = 3900 W 
O bien, con cargas tnfasicas equilibradas, la potencia activa total es 

/> = V? Ft /l cos fl = v^ ( 1 50 )( 17,32) cos {-30") = 3900 W 

14-8 Tres impedancias identicas de 15/30^ ohmios se conectan en triangulo a un sistema trifasico, 
de tres conductores, 200 voltios y secuencia ABC. Hallar las intensidades de corriente en las 
lineas utiJizando el metodo del equivalente monofdsico, 

Como la carga esta conectada en triangulo se obtiene primeramente la impedancia equivalente <le la car- 
ga con conexion en estrella: 



Zy - Zi/3 = 15/30^/3 = 5 /30^ 
El modulo de la tension simple de linea a neuiro es 
Viii = VJyfZ - 200/'/3 = 115,5 

Ahora bien, en el circuito equivalente monofasico de la 
Fig. 14-32 la tension aplicada es 115,5,0]; voltios y la 
corriente resultante es 



116,6^0^ 






h m" 



h. = 



V,.^ _ 115,5/Of 
~Z~ " 5/30*^ 



- 234 /-30^ 



FigAX^l 



Para obtener las intensidades de corriente en las lineas 1^, I^ e I^ se detertnina en primer lugar el Angulo 
de fase en las correspondienies tensiones simples de linea a ncutro en la secuencia ABC. Puesto que V^ji, liene 
un angulo de 90=, I^ = 23,1 ,^0" - 30^ = 23,1/60^ A. Dc igual forma, I^ = 23.1 / -60° A, I^ = 23,1/180° A. 

Las corrientes en las impedancias en A estan relacionadas con J as corrientes de linea por /^ = yT/p, de 
donde /p = 23,l/^/T= 13.3 A. 

El angulo de V^j en la secuencia ABC es de 120° y, por tanto, I^^ = 13,3 /120" - 30° = 13,3/90" A. Por 
el mismo procedimiento, l^c = 13,3 /- 30' A e I^^ = 13,3j/2jO^ A. 



14-9 Tres impedancias iguales de 1 0/30"^ ohmios, cotiectadas en estrella, y otras tres impedancias tam- 
bien iguales de 15/02^ ohmios, igualmente en estrella, estan unidas a utj mismo sistema trifdsico, 
de tres conductores, de 250 voltios. Hallar la potencia total, 

Puesto que ambas cargas estan conectadas en es- 
trella, sus impedancias de fase pueden ponerse directa- 
mente en un circuito equivalente monofasico, como se *" 

representa en la Fig, )4-33. La tension apjicable a dicho 
sistema monofasico es 



^Ljv = ^\/V3 = 250/V^ - 144,5 
La corriente tiene una intensidad, pues, 
144,5/Of 144.5/0'^ 
~ 10/30^ "*" 15/0^ 

= 14.46 /-30*' + 9,62^ = 23,2 /- 184^ 



H4^/0^ 



Fig. 14-33 



1 10 /30° 1 16/0^ 
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En la formula de la poiencia activa F = yfiViL cos B, $ es d Angulo de la impedancia de carga equi- 
valenic. AJ calcular I^, se han considerado ambas cargas y se ha visto que la corriente retrasa rcspecto de la 
tension un Angulo de 18,1*. For tanlo. sc sabe que la impedancia equivaiente es inductiva y tiene un angulo 
de 18,!°. En estas condiciones, 

P - ^/ZVi^It^cose = \/3"250 (23,2} COB 18,1'' = 9530 W 

14-10 Tres impedancias idetiticas de U/W ohmios, en triangulo, y otras tres identicas de 5/4£ ohniios, 
en estrella, se unen al mismo sistema trifdsico, de tres conductores, de 208 voltios y secuencia 
ABC. Hallar tas intensidades de corriente en las iirieas y la potencia total. 

Como la primera de las cargas esta coneciada en tridngulo, se obtiene la equivaiente en estrella 

Con una tension compuesta cntre lineas de 208 V la ten- 
sion simple es 208/^3 = 120 V, 

El circuito equivaiente monoftsico es el rcpresentado 
en la Fig. 14-34 con las dos impedancias de carga 4/30° Q 
y 5 /45° Q. Estas impedancias pueden ser sustituidas por 
una equivaiente. 

4/30° (5M.° ) ^ 2,2,^3,^0 
Con esto. la corriente es 



120/0'; 



1 4/301 h^"' 



V,. 



''oil 



120/Of 
2.24 /36,G° 



Fig. 14-34 



= 53.6 /-36,6' 



La tension V^^ en la secuencia ABC tiene un angulo de fase de 90° v, por consiguiente, I^ = 53,6/(90" - 36^°) = 
53,6/53.4° A, Analogamente, vemos que Is = 53,6 / -66,6° A c I^^ = 53,6/- 186,6° A. 
La potencia activa total es 

P = VSVi^/^cose - V^ 208(53,6) cos 36,6° = 15.500 W 

14.11 Un sistema trifisico de tres conductores, 240 voltios y secuencia CBA alimenta a una carga 
conectada en iriingalo en la que Z^^ = 25/22!. Zk: =. 15/301 y Zc^ = 20/01 ohmios. Hallar 
las intensidades de corriente en las lineas y la potencia total. 

Aplicando las tensiones compuesias entre lineas de la ^ 
secuencia CBA a la carga conectada en triangulo de la 
Fig. 14-35 y eligiendo las corrienles de fase como se ve en 
el esquema, se tiene 



Ijn " 



\ab 240 /240° 



Iftc - 






Zjjr 15/30^ 

Vc-A _ 240 /120^ 



Va 



20/0° 



9,6 /150° 

16,0 /-30° 

- 12,0/120^ 




Fig. 14-35 



Las cornentes en las lineas pueden calcularse, ahora. en luncion de las corrienles en las fases. 
Ia = Iab + he = 9.6/150^ - 12/120.- = 6.06/2£Ll! 
Ib - laA + he - -9.6/150° + iBtJO^ - 25.6/:^30° 
Ic = IcA + lcB = 12/120° - 16/-3Q_° = 27,1/1312! 
Como era de esperar, en una carga desequilibrada las corrientes en las lineas no son iguales. 
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La potencia en cada tase se calcula de la manera siguiente; 
Impedancia Z^a = 25/90" = + ylS Q, ;?^b = e /^ = 9,6 A. Entonces, 

Impedancia Z„c = 15/30" = 13 +;7,5 Q, Rgc = ^'^ ^ ^ ^sc = ^6 A. For tanto, 

i'.,c=/?irc^ic-(13)(l6)^ = 3330 W 

Impedancia 2^^ = 20,/0: = 20 + ;0 fl, /icx = 20 Q e /c^ = 12 A. Por tanto, 

PcA = ficJcA = U0K12)^ = 2880 W 
La potencia total es la suma dc las potencias por fase 

Pt = /*« + ^K + ^cc = + 3330 -f 2880 = 6210 W 

14-12 Hallar las lecturas del vatimetro cuando se utiliza el metodo de los dos vatimetros en el circui- 
to del Problema 14-11, con medidas entre las lineas {a) A y B, ii>) A y C. 



[a] Con los vatimetros tu A y B, 



AC 



(J) Wa = y^C^ACOS^A 



flC 



(Si Wa ~ ^Bc h cos ^B 



Del Problema 14-11. \^c - 240 /- 60^ V, 1^ = 6.06 /247,7' A. Entonces. e! angulo itf es el ingulo 
entre 247,7" y -60°, o sea, 52,3=. Smtituyendo en (V), 

^^J = 240(6,06) cos 52,3= = 890 W 

Tambien. del Problema 14-11, V^c = 240/0^ V e I^ = 25.6 /-30- A. Entonces, 4^^"^ = 30\ Sustituyen- 

do en (2), 

[Vg = 240(25.6) cos 30= ^ 5320 W 

La potencia total es Pr^W^^W^== 890 + 5320 = 6210 W. 

{b) Con los vatimetros en las lineas A y C, 

{3) Wa = VasJ^aCos^^^^ (^) Wc = VcB^cCoa^c 

Del Problema 14-11, V,, = 240/240- V. Como 1, = 6,06 /247,7° A. 4-'/ = 7.7=- Sustuuyendo en (J), 

W^ = 240(6,06) cos 7,7* = 1440 W 
Del mismo modo, Vc, - 240/180° V e I^ = 27, 113121 A, de donde 4? = 42,8. Sustituyendo en (4), 

iVc = 240(27,1) cos 42,8" = 4770 W 
y la potencia total, P^ ^ iV^ + W^ = 1440 + 4770 = 6210 W. 

14-13 Un sistema trifasico de cuatro conduciores, 208 
voltios y seciiencia ABC alimenta a una carga 
en estrella en la que Z^ - 10/0;^, Zg = 15/30^ 
y Zc == 10 /- 30° ohmios. Hallar las intensida- 
des de corriente en las lineas, la del neutro y la 
potencia total. 

Aplicando al drcuito las tensiones simples de linea 
a neutro de la secuencia ^SC, como se ve en la Fig. 14-36, 
y suponiendo positivo el senlido de las corrientes hada 
la carga, se tiene 
Ia - V^^./Z^ = (120/90^ )/(10Z01) = 12M! 
I^ ^ Vb„/Zb - (120Zi:301)/(l5/30.°) 

= B /-60° 
I^ = Vcjv/Zc = (120/^:150^ )/(10/zB^) 
= 12 /-120° 




Fig. 14-3fi 
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La comente en el neutro es el fasor suma de los correspondienies a las intensidades de linea y si er sentido 
positive es hacia la carga, 

Ijv = ~a^ ■+- Ib + Ic) = -a2/9Q° + 8 /-60^ + 12 /-120° ) = 5,69 /69,4^ 

La impedancia Z^ = 10 + yO O es atravesada por ia corriente I^ = 12 /90° A y la potencia en esta fase 
de la carga es F^, = 10(12)^ = 1440 W. Por la impedancia Zj = 15^2^- 13 -hy?,? il circula la corriente 
T* = 8 / -60" A y la potencia en la fase es /"a = 13(8)^ = 832 W. De igual forma, por Zc = iOl:z}^ = 
8,66 "75 n circula la corriente Ic - 12/ - 120^ A y /'c = 8,66(12)^ = 1247 W. 

La potencia total es Pj = P^ + ^b + ?c = l^'^O + 832 + 1247 = 3519 W. 

14-14 Las impedancias de carga del problema anterior se conectsn a un sistema irifasico de tres con- 
ductores, 208 voltios y secuencia ABC. Hallar ha iniensidades de corriente de linea y las tensiones 
entre los extremos de las impedancias de carga. 





Fig. 14-37 



Fi^. 14-38 



En el circuito de la Fig. 14-37 se han piiesio las dos tensiones compuestas V^jj y V^^;. Con las corrientes 
de malla Ii e I:j elegidas como en la figura, la forma matriciaj del si sienna de ecuaciones en las corrientes es 



10/0° -i- 16/30' 



-16/30" 15/30° + 10 /-30'^ j [ij j 



i 208 /120° 



de donde 



Ij 



h 



5210^^ 

3"67,5/3,9-' 

373 0/56.6^ 



= 14,15 86. r 



367,5/3,2: 



= 10.l5.-52,?^ 



Las corrientes en las lineas, con sentido positivo hacia la carga. vienen dadas en funcion de Ii e I^ por 
I^ = Ij = 14,1 5 . 86, r 
1^ = Ij ^ Ii = 10,15 /52,7^ - 14,1 5 /86, r = 8, 0/ -49,5" 

I^ = _I^ = 10,15/(52.7 ■ - 180M = 10.1 5 /- 127,3° 
Por lanto, las tensiones en las impedancias son 

V^o = I^Zj = 14.1 5 /86, r (10.01) = 141,5/S6J^ 

Vj,o = hZs = 8,0,i:^49^ {IS/W ) = 120/^19,5^ 
Vrn = IZr = 10. 1 5/- [ 27,3"' (10/ " 30 ' ) = 101.5/ - 157,3^' . 



'CO 



'C^C 



La representacion de las Ires tensiones V\y, V^o y Vco muestra el triangulo de secuencia ABC ai unir 
los extremes de los fasores por rectas. Pucde anadirse tambien el punto N, como en la Figura 14-38. 
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14-15 Resolver nuevamente el Problema 14-14 por el metodo del desplazamiento del neutro. 
En el metodo dd desplazamiento se calcula V^^v a partir de la formula 
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fow 



Y. + Yb + Y, 



^."'n n^r^J""' ^'*'^'^' ^'^ ^ *^'" = 0,1. V, = 1/(]5Z30: ) = 0.0577 - >0,033 e V, = lAlOA^ ) = 0,0866 
+ yO,050. Por tanto, ^- >^ i r 

^4 + Vb + Yc = 0,244 + 70,0167 = 0,24 4/3,93° 

y ' ^As^A = 120/90° fO,l) =12/901 = ;i2 

Vb^ Ys = J 2 0/- 30° (0.0667 /- 30° ) = 8, 0/^60^ = 4,0 ;6,93 

\cN Vc = 12 0/- 150' (0,1/301) - 1 2/- 120° = -6.0 - yiO.4 

^anY^ + Vb^ \g + Vcw Yc = -2,0 ^ y5,33 = 5,6 9/249,4° 
En consecuencia, Vo;v = (5,6 9/249.4° )/(0,244 /3.93^ ) = 23,3 /245,5° = ^9.66 - y2l,2 

Las tensiones en las impedancias de carga pueden expresarse en futici6n de Ja correspond iente tension 
simple de hnea a neutro y la de desplazamiento del neutro en la forma siguiente: 

Vjo = ^AS + Vjvo = 120/90° + {9,66 + >21,2) = 141.2 /86.08*' 

Vjo = Vj^ + V,^o = 12 0/^30° + (9,66 + ;21,2) = 12 0/- 18.9° 

Vco = V^;^ + Vjvo = 120 /- 150° + (9,66 +;23.2) = 102 /202,4° 

Para obtener las corrientes de linea se forman bs produptos de estas tensiones y las admitancias corres- 
pondientes, 

^A = y^o V^ = 141,2 /86.08° (0,1/21 ) = 14,12 /86,08° 

h = Ybo YiT = i20 /~18,9° (0,0667 /- 30'' ) = 8, 0/^48,9° 

Ic = Vco Yc = 10 2/202,4^ 0.1/30°) = 10. 2/232.4^ o bien 10,2 /- 127,6° 

Los resultados anteriores estan de acuerdo con los del Problema 14-14 dentro dd orden de exactitud de 
la regla de c^lculo. 



14-16 Utilizando el metodo de los dos vatimetros en un caso de carga equilibrada se han obtenido 
las lecturas 1154 y 577 vatios. Obtener las impedancias de carga, con conexidn tridngulo, si la 
tension del sistema es de 100 voltios. 



Para cargas trifisicas equilibradas 



Ig » 



= V3^^^ == ^Vb^'''^''' 



Wi + Wa 



1164 + 577 



= ±0.577 



de donde ~ ±30^ (Se pone ±, ya que sin conocer ni la secuencia ni la colocacion de tos vatimetros, no 
pucde determinarse el signo.) 

La potencia total es ? = ^^^^,4003 6, e 



If. = 



1731 



V^^LCOstf \/3(100}(0,866j 



= 11,55 A 



T 



Se dibuja el circuito monofasico equivalenic y se apli- 
ca la tension (100/y3)/0^ - 57,7/0;; V. como se ve en la 
Fig. 14-39. Entonces, la impedancia con conexi6n en es- 
trella 



Z - ^ 



57.7/0^ 



ll,65/±30f 
Zi = 3Zy = 15 /-30^ 



J = 6.0 /T30' 



11,55 / '^30" 



67,7/0^ 







FU. 14-39 
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14-17 Se apbca eJ metodo de tos dos vatimetros a un sistema trifisico de tres conductores, 100 voltios 
y secuencia ABC, con los aparatos de medida en B y C, obteniendose M^j, = 836 y W^ = 224 
vatios, Hallar la impedancia de la carga equilibrada y con conexidn en triangulo. 



Conociendo la secuencia y la situaci6n de los aparatos puede conocer&e cl signo de 9. Asi, 

224 
F 1060 



tg « = v/S 



^SMT^ = Idedonde 9 = 45' 



Wb + Wc 

Puesto que P ^ ^V,I, cos 0. /, = ^73^^-^ = ,/3 (100X0,7 07} ^ '''' ^^ ^"^^"«^' '' "«="^^° 
equivalcnte monofisico ticoc una tension de 57,7/0^ V y la impedancia coQcctada en estrella es Zy = Vfl - 
(57,7/0° )/(8,66 /- 45^ ) = 6,67/45^ 0. La impedancia de carga en triingulo es Z^ ^ 3Z^ = 20/45° fl. 



14-18 Un calentador trifdsico de 1500 vatios, con factor de potencia unidad, y un motor dc induccion 
de 5 CV, con un rendimiento a plena carga del 80 % y factor de potencia 0,85, estdn alimentados 
por un mismo sistema trifasico de tres conductores de 208 voltios, Determinar el valor de la 
intensidad de corriente de linea para el regimen de salida dado para el motor de 5 CV, 

Como 736 W = 1 CV, la salida del motor tiene (5 CV)(736 W/CV) = 3680 W. Por tanto, U entrada que 
ncccsiUri el motor es 3680/0,80 - -^^500 W. 

El motor es una carga trifdsica equilibrada. Por consiguiente, 

P = ^A^L Jl cos d, 4600 - ^3^(208/^(0,8 5), /j^ = 15 A 

En el circuito equivalenie monofisico d fasor inten- 
sidad de corrienle retrasa respecto de la tension un angu- 
lo £> y 9 = arc cos 0,85 ^ 31,7^ Por tanto, la corriente en " 

la linea del motor es /^ = 15,00 /- 31,7° A. 

En la carga de caiefaccion, P = ^J^V^ I^ cos &, en 
donde 6 = 0". Sustituyendo 1500 = ^/T(208)/j., I^ ^ 4,16, 
Ij- = 4,16/0^ A, 

El fasor intensidad de corriente total en la linea es la 
suma de los fasores de intensidad corrcspondientes a las 
cargas de calefacci6n y motor: 

l^ ^ 15,00 /-31.7^ + 4,17/0^ - 18,5 /-25,r 

Por consiguiente* la corriente en cada linea es 18,5 A para 
el regimen dado de salida del motor 



Cchff^cnte [^t Iinc4i 



120/0^ 



Cikntidor 



Fig. 14-40 



\ 



Moior 



14-19 Tres impedancias identicas de 30/30^ ohmios est^n conectadas en tningnlo a lin sistema trifi- 
sico de tres conductores de 208 voltios, siendo las impedancias de ios hilos 0,8 + 70,6 ohmios, 
Determinar el modulo de la tension compuesta entre lineas en la carga- 



120/0" 



— G 



v.. 



m^ .jvvw-"^^iyo^- - ^ 

*- 



8 A 



ia/50^ 



^BG 




Fig, U-4I 
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El circuito se ha representado en la Fig. 14^1 con la impedancia equivaJenle en estrella de \Z. o 10/30° Q 
La impedancia de la linea esti en seric con la carga y 

Z*q = 2ji„.» + Z„^, = 0,8 + j0,6 + 8.66 + j5,0 = 9,46 + j5,6 = 11>0/3Q,6° 



Por tan to. 



V 120/0" 



U tensirin en la carga es V^c ^ Zc»r,.Ii. = (10/30^ )(10, 9/-30,6° ) = lQ9 /~0,6^ . 

La tensi<5n compuesta pedida es 

I^L = V3"(109) = 189 

Por Unto, la tension del sistema dc 208 V ha caido a 189 V a causa de la impedancia de la linea. 

EI diagrama fasorial se rcprescnta en Ea Fig. 14^2 con la caida en la linea V^, = 2. L ^ m 8 + 
jQ.6K10. 9/-30.6° ) - 10.9/6^ y V,^ ^ V^, + V,^. ^' ""** ' ^ ' 



14-20 HaHar, en el problema anterior, la tension compuesta en la carga si en paralelo con esta se pone 
un conjunto de condensadores con una reactancia de -J60 ohmios. 



'AB 






B 



h 



120/0° 



— G 



^ -;20 10 /30" 







'BG 



-^ G 



-=■ G 



Fig. 14-43 

En cl circuito equivalente monofisico de la Fig. 14-43 estan en paralelo -^"20 y 10/30^ 



10/30° (-3'2fl) 



= H,55/0f; 



(8,66 + ;5J " j20 
T,f est4, por lanto, en serie con las impedancias de la linea y 

2*<, - Zi,.« + ^p= (0,8 -i-yo.e) + (i 1.55/0: ) = 12,35/2,78' 

La corriente en la linea es, pges, 



I.= 



120/0" 



=q 



12,35/2,78 



- - 9,73/^2_^ 



y la tcnsibn en los cxUemos dc la carga, 

V^c - ZA - (ll>55/0-X9,73 /-2.7B^ ) - 11 2/ -^2,78° 

La tension compuesta correspondiente es V^ ^ ^^(112) = 194 V. 

Como ya se vio en el Capitulo 7, el factor de potenciii se mejora al coneciar condensadores en paralelo 
con la carga. Esto da iugar a una reducci6n en la calda de tensi6n en la impedancia de la linea. Y asi^ co 
este problema, la tension del sistetna ha caido a 194 voltios en Iugar de a 189, como en cl Probiema 14-19. 
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14-21 Se conectan en triangulQ tres impedancias iguales de 10/53J^ ohmios a. un sistema trifasico de tres conductores, 

240 voltios y secuencia CBA. Hallar las intensidades de corriente de linea. 

Sol. 41.6 /- 1 43, 1'^ ; 4 1,6 /- 23,1% y 41,6 /96,9° A. 
14-22 Se conectan en triangulo a uti sistema trifasico de tres conductores, 100 voltios y secuencia CBA tres impedan- 
cias iguales de 15,9 /70" ohmios. Hallar las intensidades de corriente de linea y la potencia total. 

SoL 10,9/ - 160" ; I0,9 /-40% 10.9/80" A; 646 W. 
14-23 Tres impedancias de 4 2/ -35° ohmios se conectan en tnangulo a un sistema trifasico de tres comduciores, 350 

voltios y secuencia ABC. Hallar las intensidades dc corriente de linea y la potencia total. 

Soi. 14,4/1 25% 14,4^; 14,4 /- 11 5^^ A; 7130 W. 
14-24 Se une a un sistema trifasico de ires conductores, 208 voltios y secuencia CBA una carga equilibrada en estre- 

lb con impedancias de 6 /45" ohmios, Hallar las intensidades de corriente de linea, incluida la del neutro. 

Sol. 20'" 135"; 20/- 15% 20/105% A. 



14-25 



14-26 



14-30 

14-31 
14-32 



14-33 

14-34 

14-35 
14-36 

14-37 

14-38 



Una carga equilibrada con impedancias de 65 -20' ohmios se conecta en esirella a un sistema trifasico de 
tres conductores, 480 voltios y secuencia CBA, Hallar las intensidades de corriente de linea y la potencia total. 
Sol. 4,26/- 70" ; 4,26/50;:; 4,26/ PQ- ; 3320 W. 



Un motor de induccion de 37.3 kW, con un rendimiento a plena carga del 85 % y un factor de potencia 0,80, 
se conecta a un sistema tnfasico de 480 voltios, Hallar la impedancia en estrella equivalente que puede sus- 
tituir a dicho motor. Soi. 4,2 36.9" 

14-27 Un motor de induccion trifasico de 186.5 kW, con rendimiento a plena carga del 82 % y un factor de poten- 
cia 0,75, se cjnecta a un sistema de 20S voltios, Hallar ia impedancia equivalente en iriangulo que puede sus- 
tituir ? dicho motor y determinar las lecturas con el metodo de los dos vatimetros. 
S^.'. 4,28/4l^n; 5.58 kW; 17,15 kW. 

14-2)* Tres impedancias identicas de 9 - 30 ohmios en inangulo v tres impedancias de 5 /45'; ohmios en estrella se 
conectan al mismo sistema trifasico de tres conductores, 480 voltios y secuencia ABC. Hallar el modulo de 
la iniensidad de corriente de linea y la potencia total. Sol. 119,2 A; 99 kW, 

14-29 Una carga en tnangulo equilibrada con impedancias de 27 -25' ohmios y otra en estrella equilibrada con 
impedancias de 10/ - 30^ ohmios, se conectan a un sistema trifasico de tres conductores, 208 voltios y secuen- 
cia ABC. Hallar las intensidades de corriente de linea y la potencia en cada carga, 
Soi. 25. 3/117.4° A; 25,3/-2.6" A; 25,3 -122,6' A; 4340 W; 3740 W. 



Un sistema trifasico, a 100 voltios. alimenta a una carga equilibrada en triangulo con impedancias de 1 0/ -36,9^ 
ohmios y una carga en estrella equilibrada con impedancias de 5 ,' 5 3. J" ohmios. Hallar la potencia en cada carga 
y el modulo de la intensidad de corriente en la linea total. So!. 2400 W; 1200 W; 20,8 A, 

Dos cargas equilibradas en triangulo con impedancias de 20 -60; y 18 45' ohmios, respectivamente, se co- 
nectan a un sistema trifasico de 150 voltios, Hallar la potencia en cada carga, Sol. 1690 y 2650 W. 
Un sistema trifasico de tres conductores, 173,2 voltios y secuencia CBA aUmenia a tres cargas equilibradas 
con las siguientes conexiones e impedancias: en estrella de 10/0' ohmios, en triangulo de 24 /90'' ohmios y la 
lercera en triangulo con impedancia desconocida. Determinar esta impedancia sabiendo que la iniensidad 
de corriente en la linea A, con senlido positivo hacia la carga, es 32,7 - I38,r amperios, 
Sol, 18/45^ n. 

Los vatimetros situados en las lineas ^ y 5 de un sistema de 120 voltios y secuencia CBA. indican los valores 
1500 y 500 vatios, respectivamente, Hallar las impedancias de la carga eqviilibrada en triangulo. 
Sol. 1 6,3/^4 j[in. 

Las lecturas de los vatimetros coiocados en las lineas -4 y B de un sistema de 173,2 voltios y secuencia ABC 
son _30i y +1327 vatios, respectivamente. Hallar las impedancias de la carga equilibrada en estrella, 

Sol. 10 / -70^ n. 

Hallar las lecturas de los dos vatimetros utilizados en un sistema de tres conductores, de 240 voltios, con una 



carga, conectada en triangulo y equilibrada, dc 20/80^ ohmios. 



Sol. -1710. 3210 W, 



Hay dos vatimetros coiocados en las lineas B y C de un sistema CBA de tres conductores y 173.2 voltios, que 
alimenta a una carga equilibrada, Determinar las lecturas de dichos vatimetros si la iniensidad de corriente 
de linea es I^ = 32,7 / -4 1,9^ amperios. Sol. 1170, 5370 W. 

Un sistema de 100 voltios y secuencia CBA alimenta a una carga equilibrada y tiene dos vatimetros en las li- 
neas Ay B, Si Is = 10.9 /- 40" amperios es la intensidad de corriente en la linea fi, hallar las lecturas de am- 
bos vatimetros. Sol. - 189, 835 W, 

Una carga conectada en triangulo, con Z^s = 10/30;, Zg^ = 25/01 y Zc^ = 20 / -30" ohmios, se une a un sis- 
tema trifasico de tres conductores, 500 voltios y secuencia ABC. Hallar las intensidades de corriente en las li- 
neas y la potencia total. Sol. 75/90= A; 53,9 / - 68 .2" A; 32 /231.3^. A; 42,4 kW. 
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14-39 

14-40 

1441 
1442 

14-13 

1444 



Un sistema irifasico de Ires conductores, 208 voltios y secuencia ABC alimcnia a una carga en triangulo en 
que Z^s = 5 /0^ , Zfic = 4/30" , Z^^ = 6/- 15^ ohmios. Ha liar las intensidades de corn en te de linca y las lec- 
tures de Ids vatimetros instaJados en las lineas A y C 
SoL 70.5 /99.65^ A; 90,5 / -43,3^ A; 54,6/18^21 A; 13.7 kW; 13,25 kW. 

Una carga en estrella. con Z^ = ? + yO, Zg ~ ^ + ;3 y Z^ = 2 — ;! ohmios^ se conecta a un sistema trifii- 
sicQ de cuairo conduclorej?, ]Ofl voltios y secuencia CBA. Determinar tas interisidadas dc corriente en las lineas^ 
incluido el neutro, suponiendo positivo el sentido hacia la carga. 
SoL 19.25 /- 90^ A; 16 /-26J-^ A; 25,8 /176,6° A; 27,3/65.3; A. 

Se conecta una carga en esirella en que Z^ = 12/45^> Z^^ 113 /30^ y Z^ ^ 8 /0° ohmios a un sisicma de ciia- 
tro conductores y 208 voltios. Hailar la potencia total. Soi. 3898 W. 

La iniensidad de corrienle dc linca en un sistema trifdsico de tres conductores, 220 voltios y secuencia ASC 
son 14 = 43.5 /116.6% I^ = 43.3 /- 48^ e 1^ = 1139 /218° amperios. Obtcner las lecturas de los vatimetros 
en las lineas (a) A y BAt^) B y Cic) A y C. SoL {a) 5270, 6370 W; (b) 9310, 2330 W; {c) 9550, 1980 W. 

Las intensidadcs de cornente de linea en un sistema irifasico dc trcs coriductorcs, 440 voltios y secuencia ABC 
son I^ ^ 19,72/90% I^ ^ 57,3 / -9,9^ c I^ = 57,3 /189,9^^ amperios. Hailar las lecturas de los vatimclros en 
las lineas (a) A y B. {b} B y C SoL ia) 7,52. 24,8 kW; {b) I6J5, 16 J3 kW. 

El diagram a fasorial de ta Fig. 14-44 represenia las corrientes de linea y las lensiones compuestas entre lineas 
de un sistema irifasico de ires conductores, 346 voUios y secuencia ABC. Si d modulo de la corricnte d« linea 
cs 10 amperios, hailar la impedancia de la carga conectada en cstrella, SoL 20/90^ il. 




'*c 



: -jioo 

108 



B. 




Fig. 14-44 



Fig. 14-45 



14-45 El circuito de la Fig. 14-45 presenta una impedancia infinita (circtiito abierto) en la fuse fi de la carga en es- 
irella. Hailar ei fasor lensiin V^b si el sistema es de 208 voltios y secuencia ABC. SoL 284 /j_5Q^ V. 

1446 Un aiternador irirAsico con cooexidn Y y 440 voltios tienc un limite de 35 amperios por arrollamiento. {a} iCual 
cs ta potencia aparente (kVA) de regimen de la miquina? (A) Si el aiternador suministra una corricnte de linea 
<le 20 amperios de intensidad con un factor de potencia 0,65, ^cuil es la potencia aparente (kVA) por fasc de 
la miqutna? SoL 26,6 kVA; 5,08 kVA, 

1447 El sistema de corrienies de linea equilibradas en el diagrama fasorial 
de la Fig. 14-46 tiene un valor absoluto de 10 amperios y la tensi6n 
compuesta es de 120 voltios. Determinar las correspondientes poien- 
cias activa y aparente. SoL 1,47 kW; 2.08 kVA. 

1448 Una carga en estrella con impedaacias Z^ = 10/0^ , Zp = 10/60* y 
Zc = 10 / "60'' ohmios se conecta a un sistema trifasico de ires con- 
ductores, 200 voltios y secuencia ABC. Hailar las tensiones en las im- 
pedancias de carga V^q, V^^, V^^. 
SoL 173/90:: V; 100/0^ V; tOO/lSOl V- 

1449 Una carga en estrella con Z^ = 10£rJ01 . Zj* = lO/O! y Zc = 10 /60^ 
ohmios se conecta a una linea irifasica de ires conductores, 208 voltios 
y secuencia CBA. Hailar las tensiones en las impedancias de carga. 

SoL 208/ ^120^ V; V: 208 /180" V. Fi^^ 14-46 

1450 Un sistema de tres conductores, 480 vohios y secuencia ABC alimenta a una carg^ en estrella en la que Z^ = 
10/0^ , Z^ = S Z-SO"^ y Z^. = S^W; ohmios. Hailar las lecturas de los vatimetros en las Kneas A y B. 

SoL &S2 kW; 29,6 kW. 

1451 Ua sistema de ires conduciores. IW) voltios y secuencia CBA alimenta a una carga con conexion V en la que 
Z^ :^ 3 + yO, Zff ™ 2 -h ji y Zt' ^ 2 - j] ohmios. Determinar las tensiones en las impedancias de la carga. 
SoL 3K6 /-67.9^ V: 84J /427^- V: 68.6/1 23 J^ V. 

1452 Tres impedancias identicas de 15/6(F ohmios sc concctan en estrella a un sistema trifisico dc tres condyciores 
a 240 voltios. Las lineas tienen enire La alimentacion y la carga impedancias de 2 -h yi ohmios. Hailar et mo- 
dulo de ia tension compuesta en Ea carga. SoL 213 V. 

1453 Repetir et Problema 14-52 para impedancias en esirella d^. 1 5 /^ 60^ ohmios y comparar los resultados dibu- 
jando el diagrama fasorial de tensiones. SoL 235 V. 
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Analisis de las formas de onda por el metodo 
de Fourier 

INTRODUCaON 

Fn los circuiios estudiados anlKiormente se ha considerado la respuesia en regimen permanente 

a «<Sione de toma cltante o senokla). En tales casos. la funcidn de entrada vene defin.da por una 

xprXsendu/ para todo. los valore. del .iempo; per ejemplo . ,= -^- - ;™ -""""^ 

y y - I-'m*. sen m( en alterna. son validas para cualquier valor dc (, Figura 15- U^) y m 





m 






SERIES TRIGONOMETRICAS DE FOURIER 

Toda forma de onda peri6d.ea. esio es. aqueUa onda tal que/(0 =/(' + T) puede expresarse 

por una serie de Fourier siempre que: 

(1) tcnga un n^mero finite de discontinuidades en d periodo T, si es discontmua, 

(2) el valor medio en el periodo T sea finito, 

3 lenga un numero finito de maximos positives y negatives. 

S. se sausfacen esias condiclones, que reciben el nombre de con^ciones ,e DlHcHle, exis.e U sene 
de Fourier y puede escribirse en la forma tngonomeinca : 

m - iao + a: cQs.t + a, cos2.t + a, cosZU + ' ■ * 
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Los coeficientes de Fourier, ^ y b, se delerminan para cada forma de onda mediante el calculo in- 
tegral. El coeficiente del coseno se obtiene nmltipticaado ambos miembros de {1} por cos nojt e intcgran- 
do a !o largo de un periodo. El periodo tundamenial, In/w, es el periodo de la serie, puesto que cada uno 
de sus terminos tiene una frecuencia multiple entero de la fundamenlal, 

/(t) COS Tu^tdt - I ioa COS Tu^^tdt + \ ai coa U cos ru^tdt + - - 

On eos^ m*t dt + -^ + J 



i2w/<ti 



+ 



hi sen Hit C03 Tlat dt 



j^ivfu 



&2 sen 2u£ COS ?i<ui dt + 



(«) 



an COS^ TUd 



dt 



que tiene cl valor —a„, Por tanto, 

CD 






f{t) cosnut dt 



= IX'^w 



coa ^it d£ 



(5) 



Mulfiplicando {1) per sen /jcDf e integrando en un periodo se obtiene el coeficiente del seno. 



f»i» = - I f{t) sen «a»t dt = ™ I f{t) sen n«t 



dt 



(^) 



Otra forma de hallar los coefictentes es tomar tot como variable y el perioiio correspondiente de 
2n radianes, 

a, = - I /(t) cos«<ut d(4tt) (5) 



1 r^'^ 

b^ = — I /(i) sen UiA d{iJ) 



W 



Los limites de integracion tienen que incluir un periodo completo, pero no es preciso que sea desde a T 
o de a 2ji. En lugar de csto, la integracion puede efectuarse desde —Tjl a Tjl o desde — tc a +nu 
otro periodo completo que la simplifique. La constante Qq se obtiene a partir de (i) y (5) haciendo « = 0; 
DO obstante, por ser {^^ el valor medio de la funcidn se puede detenninar a veces por simple inspecci6n 
dc la fonna de onda. La serie obtenida con los coeficienles determinados por las inlegrales anteriores 
converge uniformemente a la funcion en todos los punlos de continuidad y converge al valor medio 
ejD Los puntos de discontinuidad. 

EjeiDpIo 1. 

Determinar la serie de Fourier para la onda represen- 
lada en la Figura 15-2. 

La onda es coniinua para < ctj/ < 2?i y viene dada por 
/(/) *= (10/27t)£ar, con di^conunuidades para <i>t = nln^ sien* 
do n = 0, 1 , 2j , . . Las condiciones de Dirichlet s« satisfacen 
y los coeficientes de Fourier se calculan utilizando las expre- 
sioncs (ij y [6). El valor medio de la funcion es 5, por simpte 
inspeceidn: uu pues. i^o - 5. Utilizando ahora la Eoua- 
d6n (J}, 




Flf . 15-2 



1 f /10\ , , ., ,, 10 [u^t , _, 1 ,1= 



2ir 




10 



^ 2;^^^^^^^^^''-^^^^^ = 



= 



para todos los valorem enteros de n. 



La serie no con tiene, por tanto, lerminos en coseno. Utilizando la ecuaci6n (6) se obtiene 
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Mediante estDs coeficientes del seno y el valor medio la serie es 

10 10 10 ^ 10 ^ senn*jt 

fit) - 5 sen ut - ;j- sen 2(0* - ^- sen 3t,t - • - = 6 - — 2, — r — 

r 2v or tr ^^i n 

Los terminos en seno y coseno de la Qiisma pulsaci6n pueden combinarse en un termino unico, 
seno o coseno, con un dngulo de fase. Resullan asi otras dos formas posibles de las series trigonometricas 

m = K + 2 ^ cos (na>f - ^ J (7) 

y fit) = ja. + 2 ^ sen {n<o« + .^J {8) 



en las que c„ = ^a^ + 6^ e„ = arc tg {bja„) y <f)^ = arc tg {ajb^y En (7) y {8), c„ es la ampli- 
tud de los armonicos y los ingulos de fase de dichos ann6nicos son d^ o </>„. 

EXPRESION EXPONENCIAL DE LAS SERIES DE FOURIER 

Si en tas series trigonometricas se expresan todos los terminos en seno y coseno por medio de sus 
equivalentes exponenciales el resultado seri una serie de terminos exponenciales 

m = 2" + <^^{ — 2 — ) + '^^ — 2 — ) "^ "* 



o bien 



e^'"' 



Ahora puede definirse una nueva constante compleja A ta! qu; 

Ao = ^aa, An = i(<^-J^»)' A--'* = i(an + jf>») (iJ) 

con lo que {10) se transforma en 

f{t) = { • • ■ + A-iC^J^"' -f A-ie^J"* + i4o + Aie^"' + A^e^^^* + • ■ ■} {IB) 

Para obtener los coeficientes A„ se nxultiplican ambos miembros de (J 2) por ^"■^«" y se integran en 
un periodo completo: 

>*2flr ymlv /*i* 



ft 
Las iategraies definidades del segundo miembro de {13) son todas iguales a cero, a excepci6n de 

An(i(oji) que vale 2;rA„. Por tanto, 

An - ^ Cme'^^-'d{.t) 

A„ = ^£f{t)e~*--'dt 

De igual fonna que en las integraies que se utilizan para determinar a^ y b„, los limites de integraci6n 
en (74) deben abarcar el periodo completo que interese, que no sera necesariamente de a 2;e o de a T. 



X 



bien, en la variable t, 
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Los coeficientes de la serie trigonometrica se deducen de ios de la serie exponencial en la forma 
siguiente: Se suman y luego se restan las expre&iones de A^ y A_„ dadas en {11). Asi, 



de donde 

y 

bJen 



ttn — Ai, + A~n 

An - A-n --■ }{an-jbn~an-jbn) 
hn = ;(A„-A-„) 



{15) 



(16) 



Ejempto 2. 

Hallar la serie exponencial de Fourier para la onda de la 
Fig. 15-3, Utilizando Ios coeficientes de esta serie exponen- 
cial obtener a^^ y b^ de la serie trigonometnca y comparar 
con el Ejempio L 

En el intervalo < a>f < 2;r la funcion viene dad^ por 
f{t) = {10/2k)cvL El valor medio de Id funcion sc deduce por 
simple inspeccion^ y vale 5. Sustituyendo/(f) en {14] obtene- 
mos Ios coeficientes A.. 




Fi^,15-S 



±j;(-).e-..« - ^rf^.-.n.,-.] 



2lt 





= 3 



10 

2r?l 



Ll«vando Ios coeficientes A^ a {12), la forma exponencial de la serie de Fourier de la onda en cuestion cs 

fit) = •■• - j^c-i^'-i - j — e-i^' ^ 5 + >^trJ"f + ;7r«^2"' + '*■ U7) 



Los coeficientes de Ios cosenos de ia sene irigonomeirica son 

. 10 



- A„ + A_, 



= N. 






2.(-n) 



- 



J ; 



xo 



. 10 \ 



_ic 

fl-n 



y Ios correspondientes de Ios senos 

b„ = i(Art'A_„) - ^W2rn ' 2W-i»)/ 

La sene trigonometrica no tiene, pues, lerminos en coseno, ya que a, = para cuaJquicr vaior de n. Los coeficien- 
les de Ios senos valen -lO/inn). Et valor medio es 5 y la serie es la siguiente: 

fit) - 5 - — sen ut — ^^ sen 2ut - — sen 3*jt - ■ ■ ■ 
idenlica a la del Ejempio L 



SIMETRIA DE LAS FORMAS DE ONDA 

Las series obtenidas en el Ejempio 1 condenen unicamente terminos en seno sumados a una cons- 
tante. Otras formas de onda tienen solamente terminos en coseno y, a veces, unicamente existen en la 
m\^ arill<itlitO§ imparls, Umt" si Is serie contienc senos, cosenos o ambos a la vez, Este es el resuitado 
de ciertos lipos de simetria asociados a la forma de otida. El liahoeiltiieiitO de ml simelrla da lugtif S 
una reduccidn de Ios cilculos en la determinad6n de las series. A este respecto, son importantes las 
definiciones siguientes: 

1. Una funcion f{x) es par cuando f{x] ~ fi-x). 

La funcion /(x) = 2 + x^ + x* es un ejempio de funcion par, ya que Ios valores de ia funci6n 
para x y para -a: son ignales. El coseno es una funcion par, puesto que su desarrollo en serie es 

x^ X* x^ x^ 
cosx - i - 21 + 4"! " 6l "^ ST ~ '■■ 
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La suma de dos o mas funciones pares es otra funci6n par, y la adicion de una constante no 
varia la naturaleza par de una fund6n. - ■ t 

Las ondas dibujadas en la Fig. 15-4 representan funciones pares, siendo simetricas respecto 

del cje vertical. 




(a) 



(b) 









id) 



Fis.lS-4 



2, Una funcion es impar cuando f{x) = -fix). 

La funcion /(a:) ^ x + x^ + Jt* es un ejemplo de funcion impar, ya que los valores de ta fun- 
cion para xy -a; son de signo contraiio. El seno es una funcion impar. puesto que su desarrollo 
en serie es 



sen X = 



^ 3! "^ 5! 



7! "^ 9T 



La suma de dos o mas funciones impares es otra funcion impar, pero la adicion de una constan- 
te destruye la naturaleza impar de la funcion, ya que/{x) no es ya igual a -/( -xlEl producto de dos 
funciones impares es una funcion par. 

Las ondas dibujadas en la Fig. 15-5 representan funciones impares. 





{*) 







(*) 



Fig. 15-5 



(e) 




(d) 































T 















ib) 

Fig. 15-6 



3. Una funcion periodica fix) tiene una simetria de semionda si f{x) = -fix + T/2}, siendo T el 
periodo. En la Fig. 15-6 se representan dos ejemplos de este tipo. 

Una vez establecido el tipo de simetria de una onda se llega a las conclusiones siguientes. Si la forma 
de onda es par, todos los terminos de la serie correspondiente son cosenos con una constante si ^^ o»ida 
tiene un valor medio disiinio de cero. En consecuencia, no es precise calcular las integrales para hallar 
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E! desplazamiento del eje horizonta! puede simplificar la 
serie que representa a la funcion. La onda de ja Fig, 15-8(a), 
por ejemplo, no cumpie los rcquisiios de una funcion impar 
hasla que se elimine cl valor medio, como se obscrva en la 
Fig. 15-8 (A). Por tanto, su serie contendra solamente un 
termino constante y terminos en seno. 

Como el equivalente exponencial del seno es imaging- 
rio puro y el de coseno es real, las consideraciones ameriores 
de simetria pueden utilizarse para comprobar los coeficientes 
de las series exponenciales. Una forma de onda par contiene 
unicamente terminos en coseno en su serie irigonometrica y, 
per tanto, los coeficientes de la serie exponencial de Fourier 
tienen que ser numeros reales. Analogamente, una funcion 
impar cuya serie irigonometrica esU formada por terminos 
en seno tiene coeficientes imaginarios puros en su serie ex- 
ponetKial, 



los coeficientes b^, ya que no puede haber terminos en seno. Si la forma de onda es impar, la serie solo 
contiene senos. La onda solo puede ser impar despues de eliminar Ja constante, en cuyo caso su repre- 
scntacion de Fourier contendra simplemente tal constante y una serie de terminos en seno. Si la onda 
tiene sinnetrfa de ^emionda, en Ja serie habri solamente arm6mcos impares, Estas series contendran 
terminos en seno y coseno a menos que la funcidn sea tambien par o impar. En todo caso, a^ y 6„ son 
nulos para n = 2, 4, 6, . . . y para cualquier onda con simetria de semionda. 

Algunas formas de onda pueden ser impares o pares 
segiin la situacion del eje vertical. La onda cuadrada de la 
Fig, \5-l{a) cumpie la condicion de una funcion par, csto es, 
/(^) =f{-x]. Si se desplaza el eje vertical hasta la posicion 
de Ja Fig. 15-7(^) se obtiene una funcion impar en la que 
f[x) = ~f[-x). Si el eje vertical esta en cualquier otro punio 
que los de la Fig, 15-7, la onda cuadrada no sera ni par ni 
impar y su serie contendra senos y cosenos. Es esencial, pues, 
en el anaJisis de funciones periodicas la eleccton convcniente 
deJ eje vertical para lener una funcion par o impar siempre 
que el tipo de onda lo haga posible. 



(a) 



(fc) 

Fiif. 15-7 




ESPECTRO DE LINEA& 



Se llama especiro de tineas a una representacion grafica en la que figuran todas las amplitudes de 
los armonicos, Las lineas decrecen rapidamenie para ondas con series rapidaraente convergentes. Las 
ondas con discontinuidades, tales como el diente de sierra y la onda cuadrada, tienen espectro con am- 
plitudes que decrecen ientamente, ya que sus series poseen armonicos muy altos. Sus armonicos de orden 
10 tendran, normalmente, amplitudes de valor aprec table comparado con eJ fundamental, Por el con- 
trario, la serie de formas de onda sin discontinuidades y de aspecto generalmente suave convergen ra- 
pidamenie a la funcion y basta con pocos terminos para generar la onda. Esta ripida convergencia se 
hace evidente en el espectro de lineas en que las amplitudes de los armonicos decrecen rapidamente 
de manera que por encima del quinto o del sexto son ya despreciables. 

El numero en armonicos y el espectro de lineas de una onda forman parte de su naluraleza y son 
invarmntes respecto del metodo de analisis que se haga. El desplazamiento del eje al cero da a la serie 
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trigotiometrica an aspecto completamente distinto y los coeficientes de la serie exponencial tambi^n 
varian mucho con dicho desplazamiento del eje, pero siempre aparecen los mismos armdnicos en las 
series y siis amplitudes, dadas por t„ - ^a^„ + bl o c„ ^ |A„| + |A_„|, son constantes. 

En la Fig. 15-9 se representan la onda en diente de sierra del Ejemplo 1 y su espectro correspondien- 
te. Como en la sene solo existen terminos en seno, las amplitudes de los arm6nicos c„ vienen dadas di- 
rectaraente por b^. 




Fig. 15-9 



■ i 1 I 



i i S i S B 
mirfnero d« vkcs fundamcntaJ 



La serie exponencial dene terminos con pulsa- 
ciones +naj y -nco [vease Ec. (/7)] y d espectro se 
consLruye como se ve en la Fig. 15-10. La amplitud 
real de un armonico dado es la suma de las dos ampli- 
tudes, una para -hnw y la otra para -nw. En el espectro 
de la Fig. 15-10 aparecen JIneas con amplitud WAn 
para n = -2 y n ^ +1. Sumandolas se tiene 10/2n 
que da la amplitud real de este armonico, io que con- 
cuerda con el espectro de la Figura 15-9, 



j_L 



Mil. 



-5 -4 -3 -Z -1 1 i i A S 



Fig. 15-10 



n 



SINTESIS DE ONDAS 

Sintesis es una combinacion de las partes para forraar un todo. En el analisis de Fourier se llama 
sintesis a la recombinacion de los terminos de la serie trigonometnca, ordinariamente los cuatro o cinco 
primeros, para reproducir la onda origmal. Con frecuencia, solo dcspues de haber efectuado la sintesis 
de una onda nos convencemos de que !a serie de Fourier expresa realmente la onda periodica de la que 
fue obtenida. 

La serie trigonometrica para la onda en diente de sierra del Ejemplo 1 con una amplitud de pico 
iguaf a iO es 



fit) = 5 



— sen wt — X- sen 2wt 



10 

3x 



sen 3w£ 



Estos cuatro terminos se han representado y su* 
niiidn t*n lit riy, ISll, y iumqiiecl resultado no es 
un dicnlc de sierra perl'ctJlo sc vislunibru que lo- 
mando nias terminos se acereana atin mis. Como 
esta onda tiene disconiinuidades, su serie no 
converge rapidamente y, en consecuencia, )a sin- 
tesis utilizando solo cualro terminos no da un 
resultado demasiado bueno. El termino siguiente 
para la pulsacion 4(j tiene una amplitud \0/4k, 
que es apreciable lodavia comparada con la fun- 
damentaj de ampiitud IO-tt. A m_edida que se 
anaden lerminos en la siniesii* de la onda se van 
reduciendo las irregulandades de la resultante 




Fig. 15-11 
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y se mejora la aproximaci6n a la onda original. Esto es lo que queria expresarse cuando se decia an- 
tenonnente que la serie converge a lafuncidn en todos los pmtos continuos y al valor medio en lodos tos 
pmtos de discontimidad. En la Fig. 15-1 1 para y In es evidente que habri un valor 5, ya que todos los 
tarminos en senos son nulos en dichos puntos. Estos son los puntos de discontinuidad y el valor de la 
funcidn es 10 cuando nos aproximamos por la izquierda y cuando lo hacemos por la derecha - el valor 
medio es 5. ' 

VALOR EFICAZ Y POTENCIA 

Una onda periodica, no senoidal, de corriente al circular por una resistencia da lugar a una po- 
tencia que vienc determinada por el valor eficaz {o valor medio cuadratico} de la onda. En el Capitu- 
lo 2 se vio que el valor eficaz de una funcion del tipo 

f{t) - iao + ai coswf + a-t cos2w£ + • • ■ + 6) sen o.^ + 62 sen2wt -f- ■ ■ . 



es 



^tf = V(i«<*)' + K + 40? + • ' ■ + ib' + ib| + • ■ ■ {18) 

Expresando la ampiitud arm6nica por c„ = Jal + bl y escribiendo c^ para el valor medio de la Ecua- 
cibn [18) tendremos, 

^er = ^cl + ^c] + \c\ + ic| + . . . 

Si se considera un circuito lineal con una tension aplicada periodica podria esperarse que la coirien- 
le resultante tuviera los mismos armdnicos que la tension, pero con amplitudes de valor relative dife- 
rente, ya que ia impedancia varia con m>, Es posibJe que algunos armonicos no aparezcan en la corrien- 
te, puesto que la resonancia paralelo da lugar a una impedancia infinita. En general, se puede escribir: 

^ - ^0 + 2 ^n sen (n<ut + ^ J e i = /„ + 2 ^'' sen (n«t + ^^) (J9) 

con los correspondientes valores eficaces 



y.^ - ^vi + iv\^m-^ --• e ;., = v^g-f ijj + \i\-^ ... 



m 



La potencia media /'(activa) se obtiene por integracion de la polencia instantinea dada por el 
producto de u e /, 

J} = vi - [Vq + 2 ^''Sen(?ia>t + <^Jl[/o + 2 ^•'Sen{n.iit + ^J] {U) 

Puesto que v e / tienen periodos de T segundos, su producto tiene que tener un niimero entero de pe- 
nodos T, (Recuerdese que para una onda senoidal simple de tensi6n aplicada el producto vi tiene un 
periodo mitad del de la onda de tensi6n.) La potencia media 

^ ~ r A f^" ^ ^ ^^ ^^" t"*"* + ^„)][^o + 2 ^" sen [n^t + ^J] dt {22) 

El examen de los terminos posibles en el producto de dos series infinilas muestra que pueden ser de los 
siguientes tipos: Producto de dos constantes, producto de una constante y una funci6n seno, producto 
de dos funciones seno de frecuencias diferentes y funciones senoidales al cuadrado. Despues de la in- 
tegracion el producto de las dos constantes sigue siendo V^L^ y las funciones senoidales al cuadrado, 
con los limites aplicados, resulta ser [VJJ2) cos ((/>, ^ \lt„), mientras que todos los demas productos! 
por integracion en un periodo T, son nulos. En estas condiciones la potencia media 

P = Fo/o + i7t/icos^i + IVihcQ^Qi + ^7.1/3 COS ^3 + ■'• {is) 
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Ctri:uito pisivf) 



siendo $„ = (0„ - ^ J el ^ngulo en la impedancia equivalente del circuito a la pulsacion no) radianes 
por segundo y V„e 1„ son los valores m^ximos de las rcspectivas funciones seno. En los circuitos de co- 
rriente altcma (c.a.), con una frecuenda se vio que la potencia media (activa) es P = VI cos 8, que esta 
incluida en (23), ya que V es una tension eficaz V = V^J^ c / = I^jJ^ de forma que P = iK„„/„«, 
cos d. En circuitos simples de corriente continua (ex.) la potencia es VI, incluida en [23) como VqIq. 
Por lanto, la Ecuacion (23) de la potencia es general, incluyendo circuitos de c.c. y de c.a, con una fre- 
cuencia, y tambien ondas periodicas no senoidales. Se observa tarabien en {23) que no contribuyen a 
la potencia media las tensiones y corrientes de frecuencias diferentes. Por tanto, respecto de Ig poten- 
cia, cada armonico actiia Independientemente, 

APLICACION AL ANALISIS DE CIRCUITOS 

Se ha sugerido anteriormenie la posibilidad de 
aplicar los terminos de una tension desarrollada en 
serie a un circuito lineal y obtener los armonicos co- 
rrespondientes de la serie de la intensidad de corrien- 
te. Este resultado es consecuencia del teorema de su- 
perposicion. Esto es, se puede considerar cada uno 
de los terminos de la serie de Fourier como la tension 
de una fuente independiente, tai como se ha hecho en 
la Fig. 15-12. Entonces, la impedancia equivalente de! 
circuito para cada pulsacion armonica se utiliza para 
calcular la corriente que correspond e ai citado armo- 
nico. La suma de las respuestas individuales consii- 
tuye la respuesta total a la tension aplicada en forma 
de serie. 

Ejemplo 3. 

A un circuito serie RL, en el que /? = 5 ohmios y £ ^ 0,02 henrios, 
se !e aplica una tension ^' = 100 + 50 sen oil + 25 sen 3u)/ voltios, 
siendo ui = 500 radianes por segundo. Deierminar la intensidad de co- 
rriente y la potencia media (activa). 

Se calcula la impedancia equivalente del circuito para cada pul- 
sacion obteniendose despues corrientes respectivas. 
Para w = 0, 2 = 5 y 

/^ = VjR ^ 100/5 = 20 
Para ty = 500 rad/s, Zi = 5 + y(0,02)(500) = 5 + jlO con lo que 

50 




Fie 15-12 



vOt 



iU 



Sao? H 



Fig. 15-13 



jj = -1^Lj21^ sen (tji 



e,) sen (cur - 63,4°) = 4,48 sen {oit -'63,4°) 



Para 3aj = 1500 rad/s, Zj = 5 -i- ./30. con lo que 



V 



U p= 



3 Jiiii 



25 



sen Ooji - 6I3) = sen {3w/ - 80, 54^=) = 0,823 sen (3w/ - 80,54°) 



IZ3I '"' 30,4 

La suma de las corrientes armdnicas es la respuesta total pedida. 

/ = 20 + 4.48 sen (w/ - 63,4^) + 0,823 sen {3o}t - 80,54^) 

Esta corriente liene un valor eficaz 

/.f = ^20^ + 4,48V2 + 0,823^/2 = ,/4m = 20,25 

que da lugar en la resistencia de 5 Q a una disipacion de potencia 

P = RI], = (5)(4I0,6) - 2053 W 



V. 
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Como comprobacion, se puede calcular la potencia media total, hallando la potencia correspond! ente a cada 
armonico y sumando !os resultados obtenidos. 



Para to = 0, 

Para a> ™ 500 rad/s 



P =. Fo/o = 100(20) - 2000 W 

P = ^yj, cos Pj = i(50K4,48) cos 63,4* = 50,1 W 



Para 3a; = 1500 rad/s, P = {y^I^ cos 0^ - i(25)(0,823) cos 80,54^ = 1,69 W 
Entonces P^ - 2000 + 50,1 '^ 1,69 = 2052 W 

Otro metodo 

EI desarrollo en seric de la caida de tension en la resistcncia es 

v^ = Ri = 100 + 22,4 sen (cjf - 63,4°) + 4,1! sen (3cy; - 80,54°) 
de donde V^ - ^100^ + i(22.4)^ + ^(4,11)= = ^^^,259 - 101,3 

La potencia suministrada por la fuenle vale P ^ VljR ^ (101,3)^'5 = 2052 W. 

La serie exponencial de Fourier se emplea de manera analoga, exccpto que nonnalmente la im- 
pedancia del circuito es funcion de /joj y los coeficientes de la serie ititensidad de corriente I„ se pxieden 
calctjlar a piirtir de la relacion V^Z^, como se hace en el Ejemplo 4 siguiente. 



Ejempio 4. 

A un condensador de capacidad C faradios se le 
aplica la tension representada por la onda triangular 
de la Fig. 15-14. Hallar la intensidad de la corriente 
resultante. 

En el intervalo -n < cj/ < 0, la funcion tension 
vale r = K^,, + {2V^Jn)ojt, y para Q < ml < n, v ^ 
V^^ - [IV^Jnynt. Los coefickntes de la serie expo- 
nencial se determinan por las intcgrales correspondien- 
tes en iin periodo- 




rtL«K 



Fig. 15'U 



+ 



^f' 



V^,,-{2V,,,J^)U]e-i--^d{<.t) 



4K 



de donde A„ ^ ~^T P^^^ ^ impar, y A„ - para n par. 



n^n 



La impedancia del circuilo Z - lljinC puede expresarse en funcion de n, csto es, Z,, = l/jmoC. Ahora bien, 



iV 



In = 



r^n^ 



O'tUjC) = 3 



4^niax«C 






y la serie de la corriente es 



.^4V^^2i 



inwt 



n 



para n impar unicamenie 



La serie puede convertlrse en la forma irigonometrica y hacer su sintesis para moslrar La forma de onda de la co- 
rriente. Sin embargo, esta serie es de la misma fonna que d resultado del Problema 15-8, en el que el coeficiente 
K = -jilVJ/in} para n impar solamente. El signo aqui es ncgativo, indicando que la onda de corriente es el ne- 
gativo de la onda cuadrada del Problema 15-8 y con un valor de pico (2 K^^G>C)/;t, 



228 



ANALISIS DE LAS FORM AS DE ONDA POR EL METODO DE FOURIER 



[CAP. 15 



Problemas resueltos 

15-1 Hallar la serie trigonom^trica de Fourier de la onda cuadrada de la Fig, 15-15 y representar el 
espectro de Jineas. 
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Pig. 15-16 



n 



En el imervalo < (oi < n,fU) = V\ para k < mt < 2n,f\t) = - r\ El valor medio de la onda cs cero; 
en consccucncia, aJ2 = 0. Los coeficicntcs de los cosenos sc obtienen haciendo la integral correspondlente 
en un period o con las funcioncs en la forma siguienle: 

a^ - ^IjVcMn^t d{wt) + f (- V) cos rn^t d{i^t) > - 7] ^ ^^" *^M " T" ^^" '^^ 1 \ 



= 



para todos los valores de n 



Por consiguicnte, la serie no conticne lerminos en coseno- Analogamente, para los terminos en seno, los coc- 
ficientes son 



fr^ =: -J p F sen nwt d(ut) + J (-V) sennu* d(i-*(} V 

= 7{[4«""-']>[^°"~'r} 



2V 



= — (- coa nit + cos + cos it2r - cos nr) = — (^ " <^03 ^^) 



•rn 



Por tantOp A„ = ^Vjnn para n = 1, 3, 5 y 6. = para n = 2, 4, 6, . . , El dcsarroUo en serie de la onda 

cuadrada es 

4V AV 4V 

fit) = — sen y t + -r— sen Ju>t + t^ sen &u( + ^ ' - 

El espectro dc lineas de esta serie cs ci represeniado en ta Fig. 15-16. La serie conliene solamente terminos en 
seno de armonicos impares, lo que se podria haber deducido sin mas que examinar la simetria de la forma de 
onda. Como la onda de la Fig. 15-15 cs impar, su serie contendri Unicameote terminos en seno y, puesto que 
tiene tambi^n simetria de semionda, solo habri arminicos impares. 



15-2 Hallar la serie trigonometrica de Fourier de la onda triangular de la Fig, 15-17 y representar el 

espectro de lineas. 




-r— ^ — , — } ., T — f 

12 14 5 7a 



Fig, 15-17 



Fig. 15-18 
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La onda cs una funcion par, puesto que/{/) =/(-/). y suprjmiendo el valor medio Vjl tiene tambien 
simeina de semionda, esto es,/(f) ^ -/(, + Tfl). En el intervalo -n < oii< 0,/(0 =V+ (F/^M; para 
Q<ait<n,f{t)^ V - {VinViit. Como las formas de onda pares solo tienen terminos en coseno i - 
para lodos los valores enteros de «, ^ 

"i* = 7 I [V + (V/,rW]co3n^id{«*) -f i fi^ - (V/^W] cos7i<of rf(wt) 
= — '^ J CQStUii d{ut) + i ~ cos 7i«i d(«i) - ( — cosnwf ti(«t) I 



tH"^ 



(cos - cos (— Tlir) ~ COS njr + COS 0} = 



2V 

5rJn2 



(1 ~ COS Tljr) 



Como predice la simetria de semionda, la serie solo tiene terminos impares, ya que a, = para a = 2, 4, d. 
Para w = 1, 3, 5, . . , , a^ ^ ^Vin^n^. Por tanto, la serie de Fourier pedida es 



m = ^ + 



w 



coswi + 



4V 



co&3(j£ + 



W 



2 TT^ -""-^ ' ^3^-j2....^. ^ ^g^ 



COS 5w( + ■ * • 



Los coeficien-es dismmuyen como Ijn^ y, por tanto, la serie converge mis rapidamente que !a del Problema 15-1 
Este hecho se hace evidetite en el espectro de la Figura 15-18. 

15^3 Hallar la serie trigonometrjca de la onda en diente de sierra de la Fig. 15-19 y dibujar el espec- 
tro de lineas. 




2yu- 



^ — ut 



Ll_LL 



J-ML-n 



FJg. 15-19 



1234S9TS& 

Fig. 15-20 



^n = - I (V/,r)ut sen nut d{ut) - ^ 



Por simple inspeccion se deduce que el valor medio de la onda es cero y que se traia de una onda impar. 
En consecuencia, la serie solo contiene terminos en seno. En el periodo de -tt a +nh onda viene dada por 
!a expresi6n/(0 = (F/rt)cy/, por lo que utiljzaremos estos limites para el calculo de la integral correspondien- 

V [^ , <ji H' 2V 

^ -I— IT 

La funcion cos rni es positiva para n par y negativa para n impar, con lo que el signo de los coeficientes es al- 
temativamente positivo y negative. 

2V 

f{i) = — {icnut — ^ scn2w( + ^ sen 3ui — ^ sen 4ut + •• •} 

Los coeficientes disminuyen como l/n y, por consiguiente, la sene converge Icntamente, lo cual se ve en el es- 
pectro de la Fig. 15-20, Excepto en lo que se refiere al despla^amiento del eje al cero y al termino medio, la 
forma de onda es ideiuica a la del Ejempio 1. Si se comparan los espectros de las Figs. 15-20 y 15-19 se obser- 
vara su semejanza. 

15-* Hallar la serie {rigondmetrica de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-21 y dibujar eJ 
espectro de h'neas. 

En el intervalo < oH < K,f{i} - [V/nkot, y en n < <iit < 2n,f{i} - 0. El valor medio, por simple ins- 
peccion de la onda es V/4, Como la onda no es ni par ni impar, la serie contendra senos y cosenos. En el in- 
tervalo de a 71, se tiene 
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V- 




\y 



A- — wt 



I I I l_L 



J— L 



Fig. 15-22 



n 



1 /^ r' 

Cuando n « par, |cos ». - 1) - , „. = 0. Cua,«Io , « impar, .. - -2y/(.V). Los coeficicntes 6. sou 



1 {*^ 



1 ^ *J( 

-^iscnTkjt - —cos nut 



El signo cambia con A, - ^ K/;t/j para n p^r y b^ ^ + t7 



Jo 



3rn 



(cos ntr) 






TTfj para n impar. La scrie de Fourier pedida es 

2 COS 5ut — ' • . 



, V V V 



Las amplitudes de Jos armonicos pares vieticn dadas directamcnte por Jos coeficientes 6., pucslo que no 
hay terminosen coseno pares. Sin embargo, l asampliiudesdelos armomcos impares lian de calcularse utilizando 
c, = ^ai + bl Por consiguiente, c, = V(2K/«'l' + (Kjt)^ = (0,377)K Analogamente, c, = (OJ09)K y 
cj ^ {0,064)K. El espectro dc lineas aparece representado en la Figuia 15-22. 



15-5 Hallar la serie trigonometrica de la onda senoidal reclificada de Ja Fig. 15-23 y dibuiar 
tro de lineas. ^ 



su espcc- 



V- 





V/i 



■4-^ 



y—f 1 f 1- 

3 3 4 9 6 T 



--« 



FiE. 15-23 



Fig. 15-24 



La onda no presenta simetria y, por tanto, cs de esperar que Jas series contendran senos y cosenos Como 
el valor medio no se puede deducir por simple inspeccion, se calcula Gq del termino a^2 de la serie 

^0 '^L Jo 

A contuiuacion, se determina a,: 

1 r' 

«■ = " I V st'r\ ut COS nut d(ut) 

= Kr ~" senuf <icnnut — cos nut co^ut f _ V' 
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Con n par, a^ = 2K/;i(l - n^)- y con n impar, q„ =^ 0. Sin embargo, esta expresi6n es indeterminada para n = 1 
y, por tan to, hay que integral- por scparado para hallar a^, 

1 f"" V C" 

<Ji - - I F sen^^t COS w( d((jO = — I i scnZ^t d{wt) = 

Ahora se calcula b^\ 

1 C V 

6, = - I V" sen wt senftwt rf(uO — -^ 

La expresi6n es indeienninada, como antes, para n ^ I, con ]o que b^ debc calcularse por separado, 

"^^0 - L2 4 X 2 

Con esto. la serie de Fourier pedida es 



n sen ^^ co3 Tu^t — sen m^jt cos 



^1' 
Jo 



= 



/(t) 



V I ff 2 2 

= — ■{ 1 + 2 sen ut — - cos 2ut - j^ C09 4wt 



36 



C08 6«t — 



El cspectro dc lineas de la Fig, 15-24 muesira el tcrmino fundamental y las amplitudes rapidamente decre- 
cientes de los armonicos supcriores, 

15-6 Hallar la serie trigonometrica de Fourier de la 
onda senoidal rectificada que se represcnta en la 
Fig. 15-25, cuyo eje vertical se ha desplazado de la 
posicidn que tenia en el Problenia 15-5. 





La funcion estd definida en el intcrvalo —n < cot < — ' -V—— ■■ - ^ } ■ ■-■ ^t 

P^^fU) = -- t^ sen wt. El valor medio es el mismo que en 

el Probiema 15-5, esto es, ^o ^ JK/'t- Para Jos coeficicntes Fig, 15-25 

a^ tenemos 

1 r V 
*»rt - " I <~T^sen wi) cosnwi d(u)t) = —r- ^r (1 + cob njr) 

Para n par, a„ = 2V/ti{1 - n^),ypiy.^r; impar, a„ ^ excepto para n = 1, cuyo caso hay que considerarlo por 
scparado. 

1 r° 

a| = - j (— Fscn wt) coswi d{w() = 

Para los coeficieatCE 6^ resulia 

1 r^ 

fen = " 1 ("F sen tjt) sen nwt d(tjt) = 

— V 

Tambien aqui e$ta cxpresion es indeterminada para /i — 1 ; se calcula, pues, b^ por separado. 

^1 = I J ("V)sen:s«edM) = -y 
Por tanto, la serie pedida es 



fit) = 



2 2 2 

g sen i^t — -- cos 2wi — rjr coa 4«t — jF cos 6. 



ut -" * ^ f 



Esta serie es identica a k del Probltrma 15 5, excepto el termino fundamental que ahora es negativo. EI 
espectro de lineas es, evidenteinente, identico al de la Figura 15-24. 

15-7 Hallar la serie trigonometrica de Fourier para el pulso rectangular de la Fig. 15-26 y represen- 
tar el espectro dc lineas. 

Con el eje vertical en la posicidn mostrada la onda es par y la serie contendri solarnente cosenos y un ter- 
mino constants El periodo que se considera para el calculo de los coeficientes es desde —n hasta +7t, y la fun- 
cion es nula excepto en el intervaio de — 7t/6 a +7i/6. 
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-T/e 



. (jC 



r/a 



2r 



V/r- 
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n 



Fig. 15-26 



"0 



1 r-/6 V 1 r-^ 



1 2 345e7&010 11 

Fig. 15-27 

iJ'E 2V tiir 

V cos not d(<ot) = ^ sen "s- 



Tiir 



Puesto que sen nn/6 = 1/2. y3/2, 1, ^3/2, 1/2. 0, - 1/2, . . . para « = I, 2. 3, 4, 5, 6, 7 respectivamen- 

te, la scrie es 



V 2V 



2(5) cos 5wi -^ 2 ( y 1 cos 7wf - * " ^ 

V 2V ^ 1 
- — + — i — sen{»5r/6) cos w«f 
6 ff «=i n 



/(() = 

EI espectro de lineas representado en la Fig. 15-27 decrece muy lentamente, ya que la serie converge muy 
lenlamente a la funcioti. Tiene particular inieres el hecho dc que las amplitudes de los araionicoi- octavo, no- 
veno y decimo son superiores a la del septimo. Con las ondas simples antes consideradas, las amplitudes de los 
arm6nicos superiores eran progresivamente decrecientes. 

15-8 Determinar la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15-28 y dibujar el 
espectro de lineas. Obtener los coeficientes de la serie trigonometrica y compararlos con los del 
Problema 15-1. 



V 





















r 


2r 


3r 


— V 







2V^ 

1 ' 



n 



Fig. 15-28 



-5 -4 -3 -2 -1 1 i 3 * s 
Fig, 15-29 



En el iniervalo -n<<ot< 0,/(f) = -V.y para < wi< nj{t} = V. El valor medio de la otida es cero. 
La onda es impar; por tanto, los coeficientes A„ son niimeros imaginarios puros. 






V V 

Para n par. ^" = W > A. = 0, pa.. . impar, .'- = ^ 1 y A„ ^ -Ji2Vfnn). La serie de Founer pedida es 
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El espectro de !a Fig. 15-29 rcpresenta las amplitudes para pulsacioaes positivas y ncgativas. Combi- 
nando los valores para H-^ y ~n &e tienen las amplitudes rcpresenladas para la serie trigonometric a en la Fi- 
gura 15-16. 

Los coeficientes de tos cosenos en !a serie trigonometrica son 



ti. — A, 



,2V / , 2V \ 
b, = j[A„^A_„] = J[W— +J(Z^J = — solo para « 



impar 



15-9 



que coincide con Jos coeficientes de la serie trigonometriqa obtenidos en el Problema 15-1, 

Hallar la serie exponencial de Fourier para la onda triangular de la Fig. 15-30 y dibujar el es- 
pectro de tineas. 




■i—^ 1 r- 



-I — I — r — n 



Fi^. 15-30 



■5 -4 -a -2 -t 1 2 3 4 5 



Fig. lS-31 



En el intervalo -n < oii < 0, f(t) ^ V + {V/it)a)t, y para Q < (ot < n,fU) - V - {V/ii)coi. La onda 
es par y, por tanto, los coeficientes A, son reales. For simple inspeccion, el valor medio es V/2. 



Para n par, e'"* = +1 y A^ = 0; para n impar, A, = IVfn^tv^. Por tanto, la serie es 



2V 9V V 9V 9V 



El espectro se represcnta en la Fig, 15-31 con Uneas para +n y -n, que, si se suman, da las mismas am- 
plitudes del espectro de la Figura 15-18. 

Los coeficientes de !a serie trigonometrica son 
a^ = A^ + A_^ = ^j^ + ^2(^n)2 "^ ^^ solo para w impar 



6. = ;iA„-A^n] - J 



fSV 2V 1 



Estos coeficientes concuerdan con los rcsultados del Problema 15-2. 

15-10 Determinar la serie exponencial de Fourier para la onda senoidat rectificada que se representa 
en la Figura 15-32, 

En el intervalo < a>t < n, fU) ^ V sen (oi; y desde n a In, f{t) = 0. Entonces, 
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Fig. 15-32 



Fig. 15-33 






= 27(1^<^^^''' + ^) 



Para n par, A„ = K/Tr(l - n^)\ para n impar, ?->""=- 1 y A. = 0. Ahora bien, para n = ± 1 la ex 
presi6n de A, es indetennmada. Puede aplicarse la regla de L'Hopital, esto es, se derivan numerador y detio. 
minador respecto de n y, despues, se hace que « tienda a 1 ; en estas condiciones, A; = -jiV/^) y A_ i =j{V/^) 
El valor medio es 

"*« ~ 27 J ^seiiufdM) = 2^j-co3«(| - ~ 

La serie exponencial, por lanto, es 






V . V 



V V V V 



15s 



Es interesante observar que solo hay dos coeficientes imaginarios en la seric, para n = ± 1, y q\ie el coeficien- 
le del seno en la scrie mgonomctrica del Problema 15-6 es bi = >[Ai - A_ i] = Jl-jiV/^] - jW/^j] = jV- 
El cspeciro de lineas de la Fig. 15-33 representa las amplitudes dc los armbnicos de la onda y debe com- 
pararse con la Figura 15-24. 

15-11 Hallar la pojencia media (activa) disipada en una resistencia R - \0 ohmios si la corrientc 
tiene una intensidad f = 10 sen wr + 5 sen 3a>r + 2 sen 5(aL 

La corriente tiene un valor eficaz /,f = 7^(10)^ + {{Sf + {[If = v^ - 8,03. La potencia media 
es. pues, P^RI^ = (10K64,5} = 645 W. 

OtTO metodo. 

La potencia total es la suma de las potencias de los armonicos y viene dada por Tr„„/„„ cos &. Ahora 
bien, la tension en bomes de la resistencia y la corrientc estan en fase para todos ios armdnicos y 6^ = 0. Por 
tanlo, 

vn = Ri = 100 sen tor + 50 sen 3w( + 20 sen Smi 

y P = i(10)(100) + i(5){50) + ^{2)(20) = 645 W. 

15-12 Hallar la potencia media suministrada a un circuito si la tension aplicada y la corriente resul- 
tante son 

I - 50 + 50 sen 5 x W^t + 30 sen 10*f + 20 sen 2 x 10^/ 

f = 11,2 sen (5 x lO^f + 63,4°) + 10,6 sen (10*f + 45°) + 8,97 sen (2 x I0*t + 26,6^^) 

U potencia media total es la suma de la potencia de los armonicos: 
P = i^50)(ll,2) cos b3,4' + ^(30K10,6) cos 45" + 1(20)(8,97) cos 26,6" ^ 317,7 W. 
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15-13 Obtener las constantes del circuito serie de dos elementos con la tension aplicada y la corrien- 
te resultante dadas en el Problema 15-12. 

La serie de la tension tiene un lermino constante igual a 50, pero no existe un termino correspondiente 
en la serie de intensidad de corriente, lo cuaJ quiere decir que uno de los elementos ha de ser un condensador. 
Puesto que se suministra potencia al circuito, el otro elemento tietie que ser una resisiencia. 

La intensidad eficaz es / = ^^(11,2)^ + i{l0,6f + f(8,97)^ = 12,6. 

La potencia media es ? = Rl\ de donde R = P/I^ = 3 17 J/ 159,2 = 2 n. 

Para a > = 5 x 10\ \Z\ - V^jl^, = 50/11,2 - 4,47. Como |Zj = ^^R^ + Xl la reactancia capacitiva 

es Jfc = ^(4,47)^ - A - 4 Q. Por otra parte. Xc = l/{wC), de donde C = llk^XA = 1/(4 x 5 x 
10^) = 50 ;iF. 

Por tanto, los dos elementos son una resistencia de 2 fi y un condensador de 50 /iP de capaddad. 

15-14 La onda dc tension de la Fig. 15-34 se aplica 
a un circuito serie de J? = 2000 ohmios y 
i = 10 henries. Utilizando la serie trigono- 
metrica de Fourier, obtener ja tension en bor- 
nes de la resistencia. Representar el especiro 
de lineas de la tension aplicada y v^ para mos- 
trar el efecto de la autoinduccidn en ios ar- 
monicos. w — 377 radianes por segundo. Fif. 15-S4 




La tension aplicada tiene un valor medio V„Jn, e) mismo que en el Problema 15-5. La funcion de onda 
es par y, por tanio, la serie solo contendra terminos en coseno, cuyos coeficientcs sc obiicnen de la siguiente 
integral : 



a„ - ^ J 300 cos ut cos not dWt) - - ,^ _ ^^ y c03 njr/2 

- it/2 



La funcion cos n%ll toma el valor - 1 para n - 2, 6, 10 y + 1 para ^ =■ 4, 8, 12, _ . Para n impar, cos 

nnjl = 0. Sin embargo, para /; =^ 11a expresion es indeterminada y el coeficiente ha dc calcularse por separ'ado. 

Ori — - I 300 co3^ ui a(a}() = — + - — _„ = __ 



La serie de la tension es, pucs. 



V 




B- 2 2 2 

1 + — coa wt + ^ coa 2<^t — -^ coa 4ut + -^ cos 6. 



iw( — " ■ [■ 



La impcdancia total del circuito serie 
Z = ^ + jnmL se calciila para cada armo- 
nico de la expresion de la tension. El rcsul' 
tado figura en la tabia adjunta. 

Los coeficientes de los terminos de la se- 
rie de intensidad de corriente son los de la serie 
de tension divididos por Z, y los correiipon* 
dienles terminos de corriente estin defasados, 
en retraso, un angulo 0. 

^ - 0, 7. = 



7f = 1. 



n 


tt« 


R 


nuL 


\z\ 


9 








1 kO 





2 kn 


0" 


1 


377 


2 kn 


.1,77 kfi 


4,26 kn 


62' 


2 


754 


2 kCl 


7,54 kO 


7,78 kn 


75, r 


4 


1508 


2 kO 


I5,0« kn 


15,2 kn 


82,45" 


6 


2262 


2 kn 


22,62 kn 


22,6 kn 


84.92" 



n - 2, 



300/71 _ 

2ka' 

300/2 
4,26 kn 

6O0/37t 
7,78 kn 



cos [Oil - 62 '^); 

cos [2cat - 75, r); etc. 
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La serie'de intensidad de corriente es, por tanto, 
300 300 
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600 
n?rii ^ (2)4;26lQ'^°^ *"' ^ '^'^ + 3.(7.78 kQ) 



600 



cos i4wt - 82,45") + 



cos (2to/ - 75,r) 
600 



cos [Soil - 84,92") 



15n(15,2kn) ' ■ 35jE(22,6kQ) 

La tensi6n en bornes de la resistencia de 2 kfl es, sencillamente, ((2 kfl) o bien 

vg = 95,5 + 70,4 cos (w/ ^ 62") + 16,4 cos {lot - 75,1°) 

- 1,67 cos (Aioi - 82.45°) + 0,483 cos (6w/ - 84,92°) ^ ■ ■ ■ 

En la Fig. 1 5-35 e! especiro de la tension aplicada y v^ muestra claramenle comp han sido rcducidas las am- 
plitudes de los armonicos por la inductancia en serie de 10 H. 



aoo/r 



«>o/i 



4 s e 



71 
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n 



(a) 



(fr) 



Fip. 15-35 



15-15 La corriente en una bobina de autoinduccion L = 0,01 henrios tiene la forma de onda dada 
en la Fig. 15-36. Obtener la serie trigonometrica de f^, tension en bornes de la bobina. a> = 500 
radianes por segundo. 




Fig. 15-36 

El valor medio de la intensidad de corriente es cero y la onda cs par. La serie, pues, solo contiene (ermi- 
nos en coscno. En e! intervalo ~n < (ot <0, / = 10 + (20/7t)a;/; y en ei intervato < to/ < te, / = 
10 - (20/}E)w/. 

a, = -\ i [10-f (20/»-)«t] cosTiwtdM) + | [10- (ZO/Ww*) cosn«t d(«t) I 
- -^-^{l — cosnv) ~ -j-y solo para »7 impar. 



La serie de la corriente es 



80 



1 



COS vt + - COS 3wt -I- n^ COS but + —^ C0» 7tj{ -I- 



25 



49 



La tension en bornes de ia bobina es 



vi^ — L 



dt 



0.0! 



/80 



(It 



{cos at + ^ COS 3«( -j- ^ cos Gut -I- • " } 



400 



= -;;^{-sen<jt - ^ sen3(j* - ^ sen 5i^( ~ ^sen7«e - ■•■} 

La forma de onda podra obtenerse por sintesis, pero esta serie difiere de la del Problema 15-1 en un signo 
menos. Asi, pues, t^, es una onda cuadrada y es.la opuesia de la onda de la Figura 15-15. 
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15-16 Sintetizar la forma de onda dada cuya serie trigonometrica de Fourier es 

SV 
/**) =" U.I "TT f*?n."*. - i sen But + ^ sen 6*>t - ^ sen 7u( + - ■ •} 

15-17 Sintetizar la forma de onda cuyo desarrolJo de Fourier es 

40 
f{t) = 6 " — (coaut + ^coaSut + ^cosS^t + *^') 






20 



+ — (sen*jt — ^ sen 2wt + ^ senSut — ;J sen4ut -f - -) 
15-18 Sintetizar Ea forma de una onda cuya serie de Fourier es 

fit) = V <^ - - co^ut - ^couZ^t + :^roBZ^i — ~ COS 4^1 — 7r-eoa6«* 

12 4 1 

+ *^' + J senwt - — scnZut + Yg-sen4id( - ***> 

15^19 Hallar la serie trigonometrica de Fourier de la onda en diente de sierra reprcsentada en la Fig. 15-37 y dibujar 
e] especiro de lineas. Comparcse con ei Ejemplo L 

Sor f{t) = J + "(senwt + i sen2«t + ^ sen 3wi + ) 





Fig. 15-37 



Fie. 15-38 



15-20 Hallar la serie trigonometrica de Fourier de la onda en diente de sierra de la Fig, 1 5-38 y dibujar su espcctro 
de lineas. Compirese con el resultado del Problema 15-3. 



~2V 



SoL f{t) = — *{senwt + ^ sen 2«t + J sen 3ui + J sen 4wt + "-) 

15-2! Hallar la serie trigonometrica de Fourier de la onda representada en Ea Fig. 15-39 y dibujar el espcctro de lineas 
correspondiente- 



SoL 



4V 



/(*) = — 2"{co3wt + ^cosSwf + i^COsSijt + ^"} 



2V 



- — {sen w( + J sen 3wt + ^ sen Bui + - - ) 





'V-\ 



Fig. 15-39 



Fig. 15-40 



15-22 Escribir la serie trigonometrica de Fourier de la onda cuadrada representada en la Fig. 15-40 y dibujar su es- 
pcctro de lineas, Compirese con el resuhado del Problema 15-1. 



5^/. 



4V 



/(f) _ -~ {co3 *ct - I cos 3wt + ^ COS 5u£ - ^ COS 7ui + ' — } 
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15^23 Hallar la serie irigonometrica de Fourier de ias fonnas de onda reprcsentadas en las Figs. ] 5-4 Ma) y {b). Dibu- 
jar el espectro de lineas de cada una y comparar los resultados. 



Soi. f,{t) = ™ + 



fiit) = 



cos T^ ) sen nut 



50 






10 



r/l2 



30 



(j£ 



(a) 



5r/3 2* 



(b) 



Fig. 15-41 



ut 



15-24 Hallar la scrie irigonometrica de Fourier de la onda scnoidal rectificada de la Fig. 1542 y dibujar su cspectro 
dc lincas. Comparar el rcsultado con el de los Problemas 15-5 y 15*6. 



Sol. f(t) - 



=H 



2 2 2 

1 + I cos w( -f g cos 2a>t - jg C03 4ijf + — COS 6wt - 





wt 




Fig. 15^42 



Fig, 15-43 



15-25 Hallar la scrie trigonometrica de Fourier dc la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-43 y dibujar elespcctro 
de ItDcas. 

Sol. f(t) = — (1 + § cos 2i^t - ^ COS 4wt + ^ cos 6wt - ■ -) 

15-26 La onda de la Fig. 15-44 es andloga a la del problema anterior, pero con el eje venical desplazado. Hallar su 
desarrollo en serie de Fourier y comparar Jos dos resultados. 

Sol. f{t) - ^^^ (1 - § cos 2(ot - ^ cos iut - liV cos 6<jt - ■ ' ■ } 



V- 






^^t 



Fig. 15-44 



Fig. 15-45 



15-27 Determinar la scrie de Fourier de la onda representada en la Figura 1545, 



Sot. 



/<« = 27 



COS w( + 2 



^27 (coa nsr + n sen nir/2) cos nwt 



■T- sen wt + 2, \ — — 71 5T — sen nut 

4 „=2L jrU-n*) J 
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15-28 Oetenninar la serie de Fourier de Ja onda de la Ftg. 15-46. Sumar esta sede con ]a d^l Problema 15-27 y com- 
parar ia atima cod las series oblenidas en el Problema lS-5, 



SoL 



fW — «- + ^;-<joaut -J- 2t — r-= i cos nut 



-f — senw* -h 2 



Vn coa w.r/2 



v-i 





=2 *(l ^ n») 



V- 



senn4.>t 





Fig. 15-46 



Fig. 15-47 



15-29 HatJar la serie exponencial de Fourier de la onda de la Fig. 15-47 y representar d espectro de linear. Convertir 
los coeficientes obtenidos aqui en los coeficienies de la serie trigonometrica, escribir la sene trigononietrica y 
compararia con el resuliado del Problema 15-4. 



So/. 



fit) 



-{•••-(^-'i) 



4ir 



- i^^'i) 



e-Jwi -j- 1 
4 



" (;^ + ^'^)*^"' ^ ^^^'^"' ~ I'i^+j^ '*''"* - 



iir' \9v^ •'Bit, 

15-30 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 1 5-48 y dibujar su espectro de lineas. 
SoL m = Vi'-- + 







2r 



Fig- 15-48 



3ff 



— 44^^ 



2t 



3r 



Fig, 15-49 



15>3l Escribir la serie exponcncial de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15^9 y representar su especiro de lineas. 
Sumar las scries exponenciales de los Problemas 15-29 y 15-30 y comparar la suma con la serie aqui obtenida 



5^/. 



m - V 



{ 



Sff IT 



+ i _ ^ieM - j^e^^* _ .^.l 



15-32 Hallar la serie exponcncial de Fourier de la onda en diente de sierra representada en la Fig. 15-50 y dibujar su 
espectro de lineas. Convertir los coeficientes obtenidos aqui en los de la serie irigonomcirica, escribir esta y 
comparar el resultado con la serie obtenida en el Problema 15-19. 



Sol 



m = V 






+ j^^'iz<.i + J^«-^"* "•" t ~ '27 *^"' ~ J^*"*"' ^ 



J. 





y^ — ut 



Fig. 15-50 



Fig. 1 5 -SI 
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ISiJ Hallar la serie cxponendal de ia onda representada en la Fig. 15-52 anterior y dibujar su espectro de lineas. 
Convcrtir los cocficicmes de la scric trigonometrica calculados en el Problema 1 5-20 en los de la serie expo- 
ncDcial y compararlos con los coeficientes de la serie aqui obtentda. 



Sot. 



fit) = yJ... - ^*J_g-ja«t _ yi^-M + tieJ<-( + j-J-^iw + ... 



15-34 DcUrminar la serie expotiencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-52 y dibujar su espectro de 
lineas. Converlir los coeficientes a coeficientes de la serie trigonometrica, escribir esta serie y compararla con 
la obtenida en et Problema 15-21. 



SoL 



m = V 



+ 






V- 



-V- 




V- 



Fig. 15-52 



Fig, 15-53 



ut 



15-35 Hallar la serie exponencial <fc Fourier de ta onda cuadrada reprcseniada en la Fig. 15-53 y dibujar su espec- 
wo de lineas. Convertir los coeficientes de la serie trigonometrica del Problema 15-22 en los de ia serie expo* 
ne:icial y compararlos con los obtenidos aqui. 



SoL 



2V 



f{t) - — {- *^ + ^c-J*«^f - ^e-J^<"t + ^-J^t + fiiwi - -^^i3^t + le^^<dt _ . , .} 



15-36 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-54. Dibujar el espectro de lineas 
correspondicnte. 



SoL 



fit) = "- ^^sen(-|^)e-i^-' - ^ 



sen I ■—] c-J*-' -I- g- 



+ 



^J2LJi 4.. 





y 























^»> 


^6 


r 


/$ - 


2:7 







Fig. ]5-54 



Fig. 15-55 



15-37 Determinar la serie exponencial de Fourier de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15'55. Convertir estos 
coeficientes en los de la serie trigonometrica y compararlos con los rcsultados del Problema 15-24. 



S(fi. 



m = 



V V V V 

loir tJjT 4 TT 

V . V „ V 



I5j 



15-38 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda recti- 
ficada de la Fig. 15-56 y dibujar su espectro de lineas. 



Si>f. m = 



2V ^-j-iut A. 3Y c-i^<^f 
15t ^ 3ir 




2V 

15ir 



cJ4w< + 



Fi;. 15-56 
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15-39 Determinar la tensidn e intensidad de corriente eficaces y la poicncia media (activa) suminisirada a un circuito 
pasivo SI la tension aplicada es i; = 200 + iOO cos (500/ + 30°) + 75 cos (1500 + 60°) voltios y la corrientc 
/ = 3.53 cos (500/ + 75") + 3,55 cos (1500 + 78,45=) amperios. Sol. 218.5 V; 3,54 A; 250.8 W. 

IS-W Se aplica una lensitin i; = 50 + 25 sen 500/ + 10 sen I500f + 5 sen 2500r voltios a los terminales de un cir- 
cuito pasivo^ siendo la intensidad de la corriente que resulta 

/ ^ 5 + 2,23 sen (5O0; - 26,6°) + 0,556 sen (1500/ - 56,3^) + 0.186 sen (2500/ - 68,2^) 
Calcular la tension cficaz, la intensidad eficaz y la poiencia mvi\a (activa). SoL 53,6 V ; 5,25 A ; 276.5 W. 

1541 Un circuito de Ires elemenlos en scric. J? = 5 ohmios, L = 0,005 henrios y C = 50 microfaradios, tiene apli- 
cada una tension v = 150 sen 1000/ + 100 sen 2000/ + 75 sen 3000/ voltios. Calcular la corriente eficaz y la 
potencia media (activa) del circuito, Dibujar los espcctros de lineas de la tension y de la corriente y observar 
el efecto de la resonancia serie. Sol. 16,58 A; 1374 W. 

1542 Por un circuito serie de dos elemenlos con A = 10 ohmios y I = 0,02 henrios circula una corriente / = 5 sen 
100/ + 3 sen 300/ + 2 sen 500/ amperios. Ha liar la tension eficaz apltcada y la poiencia media (activa). 
Soi. 48 V; 190 W. 

15-43 Una bobina pura de autoinducciorj L = 0.01 henrios ijcnc una onda de corrientc triangular. Fig, 15-57. con 
£u = 500 radiancs por scgundo. Escribir la serie exponencial de Fourier de )a corriente y hallar la serie reprc- 
sentativa de la tension t^^ en bornes de la bobina. Comparese el resultado con el del Problema 15-8. 



Soi. 



V, = 



200 



- J^«-J3*^' - je-^-f + jV-t + j|<>»"' + • '•) 




10! 



-10-1 



Fig. 15-57 



Fig. 15-58 



15-44 A una bobina pura de autoinduccion L = 0,01 henrios se le aplica una tension cuya forma de onda se ha di- 
bujado en la Fig. 15-58, siendo cu = 200 radiancs por segundo. Obtener la serie de la corriente en forma tri- 
gonometrica e idcntificar su forma de onda. 



SoL 



\ = 



20 



(sen u£ — ^ sen 3w( -I- ^ sen 5wt - |^ sen 7wt + • ■ • ) 



170 



15-45 La onda de la Fig. 15-59, senoidai rectificada por com- 
pleto, representa la tensi6n aplicada a un circuito LC. 
El valor maximo de la tension es 170 voltios y w = 377 
radianes por segundo. Utilizando la serie trigonometrica 
de Fotirier, hallar la tcnsi6n en la bobina y en el conden- 
sador. Representar el espectro de lineas de cada una. 




Fie. 15<S9 



15-46 Un circuito de tres elemenlos esta formado por una resistencia R = 5 ohmios en serie con una combinaci6n 
en paralelo de L y C Para tj - 500 radianes por segundo, las reactancias correspondientes son j2 y -j^ ohmios, 
Hallar ia corriente total si la tensi6n aplicada es u = 50 + 20 sen 500/ + 10 sen 1000/ voltios 
Soi i = 10 + 3,53 sen (500/ - 28,r) A. 
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Regimen transitorio en circuitos 

INTRODUCCION 

Cuando se hace pasar a un circuito de una condicion a otra, sea por un cambio en la tension apli- 
cada o por una modificacion de uno de sus elementos, se produce un periodo de transicion, durante el 
cual, las corrientes en las ramas y las caidas de tension en ios elementos varian desde sus valores ini- 
ciales hasta otros nuevos. Transcurrido este periodo de transicion, Jlamado regimen transitorio, el cir- 
cuito pasa al estado o regirnen permanenle, 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a un circuito que contenga elementos que almacenen ener- 
gia resuka una ecuacion diferencial que se resuelve por los metodos conocidos. La solucion esta forma- 
da por dos partes : ta solucion de la ecuacion homogenea o funcion compietnemaria y una solucion par- 
ticular de la ecuaci6n complela. En el sistema de ecuaciones de analisis de circuitos, la funcion com- 
plementaria tiende a cero en un tiempo relativamente corto y es la parte transitoria de la solucion. La 
solucion particular es la respuesta en el regimen permanente, que hemos estudiado en los capitulos an- 
teriores, Los metodos aplicados en este capitulo por los cuales se obtiene la solucion particular son, 
gcneralmente, largos y engorrosos y nunca tan directos conno los ya utilized os. Sin embargo, la apli- 
cacion de dichos metodos permite profundizar en el sentido fisico de la respuesta en regimen perma- 
nenle como parte de la respuesta completa. 

Regimen transitorio en corriente continua 

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RL 

El circuito serie RL de la Fig, 16-1, al cerrar el interrupt or, 
se le aplica una tension constante V. La segunda ley de Kirchhoff 
conduce a la ecuacion diferencial. 



■t- 



.\. 




fii + i^ = V (1) v-= 

UtJlizanda !a notacion del operador D = djdl y despejando V/L 
se tiene 

(z, + «)i = I (2) 

La ecuacion (2) es una ecuacion diferencial lineal de primer grado 

^^ ay ^ % obicn {D~~a)y = % {S) 

siendo D = djdx, a una constante y (K una funcion de x, pero no de y. La solucion completa de (i) esta 
formada por la funcion complcmentaria y ta solucion particular, y es 

en donde c es una constante arbitraria determinada por las condiciones iniciates del problema. Segiin 
{4), la solucion de (2) es 
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Para hallar la constante c hacemos / = en (5) y susiituimos la corriente / por su vaJor inicial L 
Esta corr.ente in.cml « la corriente inmediatamente despues de cerrar el interruptor. La autoinducci6n 

esta relagionada con la tension y la corriente por las expresiones v ^ L^ e i = I C v dt.La se- 

bolVhrnfc" ''''' "*?'' *^'' <^u^^qui,r. que sea la tension aplicada, la corriente que circula por una 
bobma ha de ser una funcion contmua. Por tanto. si la corriente es cero para / = 0- tiene que ser 
nula para / = + . Sustituyendo en (J) se tiene ' ^ 

ia = ^ c(l) + V/R o bien c ~ -V/R (6) 

y lievando esie valor de c a (5) resulta 



I ~ 



V 

r' 



CB/L)t 



+ 



R 



= R^'-' 



-:R/L:t 



) (/) 



Esta ecuacion representa un crecimiento exponencial, como 
se observa en la Fig. 16-2. El grafico muestra el periodo de 
transicion durante el cual pasa la corriente desde su valor ini- 
cial nulo hasta e! final V/R del regimen permanente. 




Fig. lfi-2 



La constante de tiempo z de una funcion como la definida en (7) es el liempo para el cual el expo- 
nente de e es igual a la unidad. A.i, para el circuito RL, z ^ L/R segundos. Para 1 t la cantidad dentro 
del parentesis en (7 toma el valor (1 - e~-) = (] - 0.368) = 0,632, Para este tiempo, la corriente 

.YA^ '"* "" ?' ^''^^- ^' '^^^' ^""'"^^^ P^'^ 2 T, (I - e-^J - (1 - 0,135) = 0,865, y la corriente 
es el 86,5 % de su v^Jor final. Despues de 5 t, generalmente, se considera terminado el regimen transi- 
tono. Por conveniencia, la constante de tiempo es la unidad que se utiliza para representar graficamente 
la corriente dada per la ecuacion (7). 

Otro ejempto puede ser la caida exponencial, repre- 
sentado en la Fig. 16-3 con la siguiente ecuacion: 



fit) = Ae'^' 



{8} 




en donde la constante de tiempo, con la definicion dada, 
es T ^ 1/a. Para el valor I x e^^ = 0,368 y la funcion ha- 
bra caido al 36,8 % de su valor inicial A. Para 2 x, e~^ - 
0,135 y la funcion es el 13,5% de ^. Despues de 5 t se 
considera terminado el regimen transitorio. 

La tension transitoria en los elementos del circuito RL se obtiene a partir de la corriente. En estas 
condiciones, la tension en bornes de la resistencia. 



Fig. 16-3 



Vj^ = Ri - V{1 - e^<^^^') 



{9) 



y en bornes de ]a bobina 



V, 



^ L 



di 
dt 



^^ &-*"'""")' 



La tension transitoria en la resistencia es una expo- 
nencial creciente con la mi.sma constante de tiempo que la 
corriente, mientras que en la bobina es una exponencial 
decrecienie, pero con la misma constante de tiempo, La 
suma de Vr y t^ satisface la ley de Kirchhoff en el periodo 
transitorio, [Vease Figura 16-4.) 



^R + ^L = ^(^ - e-<«/^>*) + Ve~^^^^^* = 



(ii) 



— y^-{H/Ui 



(10) 




T 



Fig. 16-4 
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La potencia instanidnea en cuaiquier elemento de circuito viene dada por el producto de la ten- 
sida y la corriente. Asi, la potencia disipada en la resistencia es 



R 

V 



R 

72 



pR - "it 

y en la bobina 

Por tanto, la potencia total es 



-(.R/LU _ g-2(R/L>(\ 



L_(i,e-(R/L)t) 



R 



{IS) 



{U) 



En la Fig. 16-5 se ban rcpresemado las tres funciones potencia, siendo los valorcs en regimen per- 
manenle;?j( y Pr, V^jR y Rp, en donde / representa la intensidad de corriente en regimen permanente. 
La potencia transitoria en la bobina tiene su valor inicial y final nulos y es la potencia que corresponde 
a la energia almacenada en el campo magnetico de la misma. Para demostrarlo, integramos /j^ desde 
cero a infinito. 






-<R/L)t 



+ 



2R 



,-2(R/L 



"J 

Jo 



(15) 




1 



H 



92 



+ 



^ i« 



Vr 



L Vf 



Fig. 16-5 



Fig. 16-6 



El circuito RL de la Fig, 16-6 tiene una corriente inicial Iq = V/R En el instante / = se conmuta 
el interruptor a la posici6n 2 que elimina la fuente y pone en cortocircuito a la rama RL serie. Aplican- 
do la segunda ley de KirchholT al circuito sin fuente tendreraos la ecuaciiSn 



L-jT + Ri = o bien ( . 



°+x> = 







{16) 



cuya soluci6n es {= ce '"''•*' (J?') 

Para f = 0, la corriente inicial es /p = W- Sustituyendo en (77) c = V/R, con lo que la ecuacion 
de la intensidad de corriente es 

V 



I =^e 



iR/Ut 



{18) 



Este decrecimiento o caida cxponencial se representa en la Fig. i6-7((i)- Las tensiones correspon- 
dienies en bomes de la resistencia y de la bobina son 



v^ ^ Ri = Ve-''''^^* y 



di 



(19) 



rcpresentados en la Fig. 16-7 (A), la suma v^ + v^ satisface a la ley de Kirchhoff ya que, con el iniemip- 
tor en 2, la tension aplicada es cero. Las potencias instantineas pj^ = -^e'^*"'^" y Pl = - -^e""*'*-'' 
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-V 



{<r) 





+ , 



se representan en la Fig. 16-7(c). Si p^ se Integra desde cero hasta infinito se ve que la energia disipada 
es exactamente la que fue almacenada en el campo magnetico durante el regimen transitorio previo, 
}LI . Durante eJ transitorio, esta energia se transfiere a la resistencia. 

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC 

Aplicando Ja segunda ley de Kirchhoff al circuilo RC de 
la Fig. 16-8 resulta la ecuacion diferencial siguiente; 

-^ J idt + Ri - V {20) 

y derivando, 

h + ^Tt ^ obien (D+^y ^ (21) 

La solucion de esta ecuacion horaogenea solo contiene la funci6n complementaria ya que la soIuci(5n 
particular es cero. Por tanto, 

Para determinar la constante c, observese que la ecuacion (20) para t = es Rio ^ V o bien 
I'o ^ V/R. Sustituyendo el valor de i^ en (22) se obtiene c = F//f para t = 0. Entonces, 



vc 



Fig. 16-S 



I = 



R 



,"(/RC 



La ecuacion {23) tiene la forma de una caida exponencial, Figura 16'9(a), 
Las correspondientes tensiones transitorias son 



v^ = Ri = y^-'/"^ 



y Vc = -^jidt = V{l~e-*^^^) 



{23) 



m) 





(a) 



(6) 
Fis. 16-9 




ic) 
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y aparccen represcntadas en la Fig. 16-9(^). Las potencias instanianeas 



[CAP, !6 



Pi 






^c = V = fir(e 



-t/RC 



e 



-Zt/RC 



) 



(25) 



se pueden observar en la Figura 16-9(('). . , - ^i„. 

La potcncia transiioria p^ cuyos valores inicial y final son nuios, corresponde a la energia alma- 
cenada en el campo eiectrico del condensador con una tension conslanle Kentre sus placas. Puede com- 
probarse por integracion de pc desde cero hasia inftnito. 

{26) 



£ ^ j'^(e-t/Rc_e-2t/ftc)^^ ^ ICV^ 



El circuilo serie RC de la Fig. ^6-10 tiene el inlerrup- 
tor en la posicion 1 cl tiempo suficiente para que se esla- 
blezca el regimen permanente y, en el instante r = 0, se 
conmuta a la posici6u 2. Con el interrupter en esla posicion 
la ecuacion del circuilo es 







I - ce 



o + sc> 



■t/RC 



(27) 
{28) 




Fig. 16-10 



^ J idt + Ri = 

cuya soluci<!in es 

Para determinar la conslanle c se hace , = en (2«) y se susiituye la corrienle inicial ,„. Como el 
condensador se carga a una tension V con la polaridad indicada en el esquema la cornente m.c.al es 
op"«ta a ,■; en confecuencia. i, - - K/A. Enlonces, . = - K//! y la mtensidad de cornente es 



V 

I - ^e 



{29) 

Este decrecimiento transitono se ha representado en la Fig, 16-11 (^). Las tensiones transitorias 
correspondientes en los elementos del circuito 



v„ ^ Ri = -ye-"«^ 



^c =^X 



idt = Ve-''«^ 



{SO) 



se rcDresentan en la Fig. 16-1 Ui^)- Observese que r« + ., - saEisface a la ley de Kirchhoff ya que no 
hay ninguna tension aplicada con c! mterruptor en la posicion 1. Las potencas transitonas 

{31) 



p,.^ V = -^•"'"' 



R 



y2 



V, 



v^i = --^e' 



lURC 



se represenian en la Fig. 16-1 1(c). No hay ninguna fuenle responsable de p,. pero es evidente que la 
ne7g^ Tmacenada en el condensador .e .ransfiere a la resistencia durante es.e reg.men trans.torio. 
La comprobacion de que al integrar p, cntrc cero e infinito se obtiene el valor - iCC - se deja como e,er- 
cicio. 




(fl) 
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CAP. 16] 

REGIMEN TRANSrrORiO EN CIRCUITOS RC REFERIDO A LA CAlftGA 

En un circuiio serie RC ts conveniente, con frecuencia, conocer la ecuacion que representa la car- 
ga transitoria q. Entonces, piiesto que la intensidad de corriente y la carga electrica estan relacionadas 
por / = dq/dt, se pucde obtener dicha intensidad por simple derivacion respecto del tiempo. 

En la Fig, 16-12 se ha cargado el condensador con la 
polaridad que se indica ya que q tiene el mismo sentido que 
/en la Fig. 16-8. La ecuacion refenda a la intensidad de co- 
rriente es 



U 



dt + Ri = V 



{32) 



R 



V -^ 



y puede escribirse en la carga sustituyendo i por dq/dt. Por 

Lanto, 

V 
R 



C ^ dt 



^ V o bien 



^ + ^)<^ 



(S3) 



Fig. 16-11 



Utilizando el metodo seguido en la deduccion de !a ecuacion (J), la soluci^n es 

q = ce-'f^'^ + CV 
Para / = 0, la carga inicial del condensador ts q^ - y 

q^ =: = c(l) + CV o bien c - -CV 

Llevando a (34) este valor de c se obiiene 

Q ^ CV{1 - e-"«n 

La carga en regimen transit orio es una exponencia! creciente hasta un valor final CV. Entonces, si se 
anaiiza un circuito como el de la Fig. 16^10, tomando como base la carga, el resultado es un decrcci- 
miento de la carga desde el valor CKcomo represeuta ia ecuacion 



iU) 



(35) 



(36) 



{S7) 




(a) 




Fig, 18-13 



En ia Fig. 16-13t^) se ha trazado la funcion q en carga y descarga, ^^P^^^^^^^f ^,^,J'' ^"^^^^^^^^ 
de intensidad correspondierUes en la Fig. 16-13f». Como ia carga q tiene que ser una luncjon 
^ = CF para r'(-) y t'i + l mientras que i es cero para f'(~) y vak -ViR para n + J- 



REGIMEN TRANSrrORfO EN CIRCUrTOS RLC 

Aplicando la segunda ley de Ktrchhoff ai circuito serie RLC 
de la Fig. 16-14 se obtiene la siguiente ecuacion integrodiferencial 



j^ 



Ri + L 
Derivando se obtiene 



di If. 



dt = V 



m 




Fig. 16-U 
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dH , Tidi i _ 



o bien 



{- 



R 



L\i = 



'^i^^Lc)' 



(39) 



que es una ecuacibn diferencial lineal de segundo grado y homogenea cuya solucion particular es cero. 
La funcidn complementaria puede ser de tres tipos segiin los valores relativos de /?» L y C Los coefi- 
cienies de la ecuactdn caracteristica D^ + {R/L)D + i/LC — son constantes y Jas raices son 



_, _ ~R/L + \/{RILY - 4/LC 

Ul — —A 



^ -RIL - yJiR^LY - 4/LC 

1/3 ^ " ■ " "■"■' ••' ■■ A" ' " ' 



Haciendo a ^ -Ri2L y jS = \/{H/ZLf - 1/LC , 

Di = a + p y Di = a- p 



{m 



W 



El subradical^^ puede ser positivo, cero o negative y la solucion es, entonces, amortiguada, supercd- 
tica, critica y subcritica (oscilaloria), rcspectivamentc, 

Caso I. (R/lLf > MLC. Las raices Dy y Dj son reales y distintas, dando lugar a! caso de amor- 
tiguamienlo supercritico. La ecuacion [39) se puede escribir, entonces, en forma de producto 



[D-{a + m^-{»-^)]i = 

y la intensidad de corriente es 



m 



w 



Caso 2, {Rj2Lf = \ILC. Las raices Di y D^ son iguales y la soJucidn corresponde a! caso de 
amortiguamiento critico. En forma de producto, la ecuacion [39] se convierte en 



cuya solucj6n es 



{D-a){D-a)i - 






Caso 3. [RjlLf < \/LC, Las raices Di y Z)^ son complejas conjugadas y la solucion co rres- 
oinde al caso de amortiguaniiento subcriiico u oscilatorio. Definiendo ^ = ^/1/LC — (R/2L)^t y a 
como antes, la forma de producto de la ecuacion con opcrador es 



[Z>-(« + ;iS)][£i-(a-;/5)]i = 
cuya solucion viene dada por i = c°'(ciCos,5t + Cisen^t) 



{46) 



La intensidad de corriente contiene, en todos los cases, el factor e", y como a = -R/2L, el vaJor 
final es cero, garantizando que la funcion complementaria desaparece, en un tiempo relativamente 
corio. Los tres casos se esquematizan en la Fig. 16-15 cuando el valor inicial es cero y la pendiente ini- 
cia! es positiva. 





ia] Ca^q I 



[b) Caso 2 
Flg,U-15 




[c] Caso 3 
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Regimen transitorio en cornente alterna 

REG[M£N TRANSITORIO EN CIRCUITOS RL CON ALIMENTACION SENOIDAL 



En e! circuito serie RL de la Fig. 16-16 al cerrar el inte- /^ 

rruptor se aplica una tension senoidal. En dicho momento, la X. 

funci6n de tensi6n puede estar en un punto cualquiera del pe- v = Ml 

riodo y, por tanto, el ^ngulo de fase <p puede tomar valores »'«,„«»(-( + *) 

desde hasta In radianes por segundo, Aplicando la segutida | 

ley de Kirchhoff se obtiene ia siguiente ecuacion: 

Fig. 16-16 

iet + L^ = 7^„sen(^f + ^) o bien (^+x)*' " ^senM + ^) W 

La funcion complementaria es i, = c-f"'*'^" y la soJucion particular 

£ ^ g-<ii/t)( r etfi/L)(I^sen(^i + (i) (it = sen Ut + a -- arc tg .^LfR) 

La solucion completa, por tanto, es 

V 
i = i +i = ^fi-f«/t,). + _ """' sen (.o^ + - arc ta <oL/R) (^9) 

La bobina impide cualquier canibio brusco de ta corriente y, como antes de cerrar el circuito la inten- 
sidad es cero, se deduce que i^ - 0. Por consig-jienie, para t ~ 



_. g-(Jl/L)t 



t = = c{n + — ■ *"" <ien U - arc ig ^L/R) y c - , sen (^ - arc Ig^L/R) 

Sustituyendo en [49), la iniensidad es 

- r~------ sen (A - arc tg ^L/R)\ + ; ^'^" ■ sen M + ^ - arc (g u>L/R) 

El primer sumando de {50) contiene al factor e"**'^" que se anuia en un tiempo relaiivanp.entc cor- 
10, La expresion enire corchetes es. simpiemenie, una conslante. cuyo valor depende del momento del 
ciclo (f> en el que se ha producido el cierre del circuito. Si (0 - arc tg cjL/R) = nn, siendo n = 0, ^ 2, 
3,. .. , la conslante vale cero y la corriente pasadireciamenteal regimen permanente, Ysi (<^ — avctgoL/R) 
= (1 + 2n)n/2, el regimen transitorio tendra la amplitud maxima posible. 

El segundo sumando de {50) es la intensidad en regimen permanente, retrasada respecto de la ten- 
si6n apJicada un angulo arc tg wL/R. Esta solucion particular, obtenida anteriormente por integraci6n, 
puede determinarse por ei metodo de los coeficientes indeierminados, El metodo es apHcable cuando 
la funcion de entrada es un seno, un coseno o una exponencial, ya que en estas funciones las deriva- 
cioncs sucesivas repiten el mismo conjunto de funciones. Para aplicar el metodo a la ecuacion (48), en 
la que el segundo miembro es V^,^ sen {ojt + </»), suponemos una iniensidad particular 

i^ ~ A coa {mt + ^) + B sen {^t -H <i>) {51) 

en la que A y B son constantcs. La primeta derivada vale 

tp = " Ato sen {U-\-4>) + Bvi coa {^t + </►) {5^) 

Sustituyendo estas expresiones de ip e i'^ en [48) se obtiene 

{-Am sen {wf -I- 4,) + i?«i cos {U f <^)) 

4 ^ (A cos {U + 0) -h S sen {U + ^)} ^ —f" sen {U + ^) i,5S) 

Agrupando terminos semejantes, 

{-A.. + BRIL) sen («t + <^) + {B.. + Ai2/L) cos (*.< + <^) - ^ ^e" (™* + *) (**) 
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e igualando los coeficienies de dichos terminos, se obtienen dos eguaciones tn A y B, 

-A^ + BR/L =^ V^»JL y B^ + AR/L = . (55) 

-.LFrn.x ^ RV, 



de donde 



B 



Susiituyendo los valores encontrados dc A y B Qn (J/), se obtiene la intensidad de corriente 

h = 7;r~, — ?7^ cos (<^( + *^) + -;:;rr — tt^ am («t + .^) 



o bien 



V = 



K rnas 



P sen (.ji + (/. - arc tg wL/R) 



que es la misma que la soiucion particular obtenida antes por integracion. 

REGIMEN TRANSrrORIO EN CIRCUITOS RC CON ALIMENTACION SENOIDAL 

En el circuito serie RC de la Fig. 16-17, al cerrar el inte- 
rruptor se tiene aplicada una tension senoidal. La segunda 
ley dc Kirchhoff conduce a la ecuacion 



{56) 

{57) 
{58) 



Ri + ~ C i dt = V;.a, sen (uf - 9) {59) 



V ^ 



0t 



rr 



Derivando y teniendo en cuenta la notacion del operador re- 

'D + ^)i = ^C03M + ^) 



Fig. 16-17 



-i/RC 



La funcion complementaria es U = ce' 

y la soiucion particular, obtenida por integracion o por coeficienies indeterminados, es 

y max 



Por tanto, la soluci6n completa es 

y mfljt 



1 = ce 



■URC 



+ 



^R^ + {\I..CY 



sen [U -H <^, + arc tg \UCR) 



sen (ujt + </> + arc i%lUCR) 



(60) 

{61) 

(€2) 

(es) 



(„ - 



Para dcterminar la constante c hagamos / = en la ecuacion (5P); la corriente inicial es, entonces. 
' "" sen (p. Sustituyendo en {63} y haciendo r = resulta 



R 



o bien 



^sen^ = c(l) + 



V. 



V 



sen {<^ + arc tg 1/oiCR) 



R 



sen (^ — 



mfiK 



sen (^ + arc tg l/u>CR) 



y/RH- {lUCy 

Llevando el valor de c de {65) a (63) se obtiene el valor compieto de la intensidad de corriente 

V 



{65) 



i = e-f^R*^ 



r max 



sen 



V 



sen (<^ + arc tg 1/toCR) 



] 



mpx 



sen {uit + 4> + arc tg l/t^CR) 



{66) 



^/^T{\UCf 

EI primer sumando es el iransitono con un factor de decrecimiento t^-'^*^. La magnitud entre corchetes 
es una constants El segundo sumando represcnta la intensidad de corriente en el regimen permanentc 
que va en adelanto de fase. respecto de !a tension aplicada, en un angulo arc tg XjuiCR. 
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REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUHOS RLC CON ALIMENTAaON SENOIDAL 

A) cerrar el interrupter en eJ circuito serie RLC de la 
Fig, 16-lS se aplica una tension senoidal. La ecuacion resui- 
tante es 
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^'n>:,i. ^^"^ i^f + ^} 




^» + ^ ^7 + ^ J J rfi = Vu..^ ien {.4 -r <p) [67] 
Derivando y teniendo en cuenta ia notacion operacional resulta 

fn-M^n^ ^ \i 'fZ^- / f .\ /^o^ Fig. 16-18 

La soJucion particular se obtiene por el metodo de los coeficientes indeterminados en la forma 
siguiente. Suponemos /^ = A cos {ojt + <p} + B sen {oi + <p]. Se calculan despues /I e /l' v se sustitu- 
yen en la ecuacion (67). Los valores de /( y B se deierminan entonces iguaiando ios ioefici'entes de los 
terminos semejantes, como se hizo en el caso del circuito serie RL. Expresando el resultado como fun- 
cion de un solo seno, la solucion particular es 

La funcion complementaria es ideniica a ta del circuilo serie RLC en corriente continua, que ya 
fue estudiada y cuyo amortiguamiento es supercritico, critico o subcriiico {oscilatoriol seeun los va- 
lores de y?, A y C. 

Caso /, {RaL)" > \/LC. Las raices son reales y distinias, dando iugar al caso de amortigua- 
miento supercritico. Z)i = ot + /f y Z>, - ^ - ^, siendo a = -R/2L y ^ = JiRilLf ~ MlC, La 
solucion completa es 

% = e"f(cie^' + Cse-^') + . ^^"^"' sen i\>t + i + arc ig 0-I^^C - ->IA\ iyO) 

Caso 2. [R/lLf ^ 1/LC. Las raices son reales y disimtas, dando lugar al caso de amorligua- 
miento critico. La intensjdad de corriente compleia es 

' '- ''°'<''- + '^'> + ^rafcz? "" ("' ^ * ^ "'' '« ^^^=^^^) <"' 

Caso J. {R/2Lf < l/LC. Las raices son complejas conjugadas resulta ndo el caso de amortigua- 
miento subcrltjco u oscilatorio y la iniensidad de corriente compJeta es 

i = e<-{c^ cos0t + C2 sen/?f) + -7^ ^. ^'""' = sen f.t + <a + arc ig il/jf^^L^) 

VR^ a/..c ~ o>Ly \ ^ ^ R J 

, ^ {72) 

siendo ^ = y'l/IC - {R/2Lf. 

Las soluciones pariiculares de las ecuaciones {70}, (7/) y (72) son identicas, mientras que ta co- 
rriente transitoria dada por la funcion complementaria es diferente en cada caso. Por ejetnplo, en el 
caso 3. ta pane transitoria contiene un conjunto de funciones senoidales de putsacion ^ radianes por 
segundo, que es, en genera/, di'st/nta de io dc Id sofucion particular. En consecuencia, es impost ble pre- 
decir ia forma de ta mtensidad de corriente durante eJ periodo iransitorio, siendo muchas veces muy 
irregular. Una vez que al factor de decrecinnento ha anulado la parte transitoria, la corriente adelania 
o retrasa en fase rcspecto de la tension aplicada, segun los valores relatives de las reactancias l/tuC y cyL, 
un aneulo arc tg (I wC — (oL)/R. 
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Regimen transitoria en circuitos de dos mallas 
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Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuiio de dos mallas de la Fig. 16-19 conduce al sistema de 
ecuaciones diferenciales ; 



Riii + {Ry+R2)i2 + ^^^ ^ ^ 



(75) 



Utilizando la notacion operacional y agrupando terminos se 
tiene 

iD + R,/Li)u + {Ri/Li)i2 = V/Li 



I 



^-^MM^ 



r^, 



{RJU)u + 



(- 



^il^\^, 



o bien 



L2 

VD + RiiLx 

RJU D + 



= V/Lt 



FiK. 16-19 



Ri/Li 
Ri-hRi 



ti 



t2 



V/U 



iU) 



if2 J l_ J 

Con objeto de obtener una ecuacion de f\ indepcndiente de /j, resolvemos el sistema por la regla 



de Cramer, 



D + Ri/Li 

Ri/Li D + 



Ri/Li 
Rj + Rz 



ti 



VIU D + 



Ri/Li 



(75) 



El determinante del primer miembro se desarroHa y ordena segun las potencias decrecientes de D, En 
el desarrolio del determinante del segundo miembro aparece el termino £>{K/Li); ahora bien, como 
D = djdt y K/Z.1 es constante, dicho termino es cero. 



Z>2 + 



/ ieXi + RiU + R^L^ \ ^ _^ RiR 



^ 2j + ^] i, = VRJUL, 



(76) 



La ecuacion caracieristica es de la forma D^ + AD + B = 0, pero como en este caso, A^ - 4B > 
para todos los valores de las constantes del circuitc (siempre que ni L, ni L2 sean nuios) la funcion com- 
plemcniaria es de la forma dada en la ecuacion (43). Como la funcion de entrada es constante, una solu- 
cion particular es la constante que satisface a la ecuacion 

[X^)ii, = VR2/UL, bien u, = V/R, 



{77) 



Aplicando ahora los mismos metodos a (3 resulta 
D + Ri/Ly RJU 

Rv^Ri 



RxlU 



Z> + 



1% 



D + Rt/Li ViU 

RJU y/L2 



{78) 



Despues de desarrollar los dos determinantes se tiene 

'R^Li + RiLi + RiL2 \ ^ 
L1L2 J 



[d^ + (^ 



+ 



R\R^ 



ti 



= 



U ecuacion caracieristica es la misma que la de {76) y, en consecuencia, las funciones complementanas 
son identicas. Sin embargo, la solucion particular de /, es cero, ya que la ecuacion es homogenea. 

El examen del orcuito demueslra que eslo es perfectamente razonable ya que, en regimen perma- 
nente. L^ aparccc como un cortocircuito de la rama R2L2 derivando de este mode la cornenie dc esta 
rama. Enionces, /!, es la unica impedancia limitadora en el regimen permanente y, por tanto, la co- 
rnenie es fi = I'R, lal como muestra la ecuacion (77). 
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Problemas resueltos 

I6-I A un circuito serie RL, con /? = 50 ohmios y i, = 10 henrios, se !e aplica una tension constante 
[/ == 100 voltios en el inslanle / = en que se cierra e! interruptor, Determinar {a) las ecuaciones 
de /, I'fl y i^. (6} la intensidad para t = 0,5 segundos y (r } el instante en que y^ - v^. 



ia] La ecuacion diferencia! del circuito dado es 



di 
50i + 10 J- = 100 bien (D + 5)t = 10 



y la solucjon complete e& 



i — I'c + ?jj = cc~*' + 2 






Para f = 0, /„ = 0. con lo que = {(JJ + 2. de donde r = -2. Por lanio, 

i = 2(1 - «-5') (,) 

que se ha dibujado en la Figura 16-20((v|. 

Las tcnsiones correspond iL-titcs en borries de los elementos del circuilo son las representadas en la 



Vfl - Ri ^ 100(1 ~ c-5t) 



v, = Lf^ = 100.-« 



(4) 



Figura 16-20|AK 




■T 1 r' 

(J> H5 0/ 




n{!t> 



0,1 0,< ft,6 o,s 



(a) 



(ft) 



Fiir. 16-20 



(M Hacitndo ^ = 0,5 s en (i), se obtiene f = 2(1 - f" *'<'■*') = 2(1 - 0,082) = 1.836 A. 

(f ) Cuando sea v-g - v^^, cada una debera vaier 50 voltios y, puesto que la tension aplicada es 100, hacemos 
i> o bien I'l^ jgual a 50 y se haJla el valor de t, De {4), iy = 50 = !00f~^'. De donde e~^' = 0,5 o bien 
5f = 0,693 y f = 0.1386 s. 



i6-2 En e! Probiema 16-1 hallar las ecuaciones de Pn y Pi y demostrar que la potencia en la bobina 
corresponde a la energia almacenada en el regimen pennanente en su campo magnetico. 

Con las intensidades y lensioncs oblenidas en el probiema anterior, 

Pji = Vfii = 100(1 - c-5() 2(1 - C-5M = 200(1 - 2c- S' -h c-i"*) 

p. = vji - lOOe *f2(l - e-5>) = 20G(e-5t _ g-ior) 

Pt ~ P« + Pi. = 200;1 - c-s<) 



La energiu almacenada en ei regimen permanenie por el campo magnetico es H^ = ^LI^ 
Julios. 

La integral de p^ desde v = 0af=xesJV= f 200(€-»' - e->*»)di = 20 J. 



^(ia)(2)^ = 20 
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16-3 En el circuito serie de ia Fng. 16-21 se pone el inierruptor en la posicion 1 en el instanie r = 0. 
aplicando con ello una fuente de 100 voUios a la rama RL. En el instante / - 500 raicrosegundos 
se conmuta el interrupter a la posicion 2. Obtener las ecuaciones de la intensidad de corriente 
en am bos intervalos y dibujar ei periodo transitorio. 



En la posicion J la ecuacidn es 



<fi 



100/ + 0,2 -" = 100 o bien {D + 500)/ = 500 
at 



y la intensidad de corriente vale 



1 = c,e 



■500 



ic + 1,0 

Para f = 0, / = 0. Llevando la condicion inicial (2), = tjl/ J + UO o bien c^ = - 1,0. La intensidad es 



/= 1,0(1 - e 



■iOOi 



Ai llegar a los 500 ^s, este periodo transitorio se interrumpe, siendo la intensidad 
/ = 1,0(1 - e"^^^'^^^^^^"'' = \Ml - 0.779) = 0,221 A 



{2} 
(3] 
{4) 



100 V 



/ — 

■Li 



50 V 




\X)iQ 



0.: H 




0.::]- 



Fig. 16-21 



Fig, 16-22 



Con el interruptor en la posicion 2 la tension aplicada es 50 V, con igual polaridad que con la fuente de 
100 V, y la ecuacion es 



100/ + 0,2 -' = 50 o bien {D + 500)/ = 250 



y su solucion, 



i = C2 i^ 



-■500U-f'l 



-f 0,5 



(5) 



(6) 



en donde /' ^ 500 /is. Para / = f' en la Ecuacion (5), el vaior de la intensidad es 0,221 A, como ya se encon- 
tro en {4). 

i - 0,221 = fid) + 0,5 y c^ = -0,279 



Entonces, para t > i\ 



/- -0,279^-^^^''-'' -h 0.5 



{7) 



La Ecuacion [3] se aplica para < / < /' y el periodo transilorio, de tra2os en la Fig. 16-22, liende al valor 
LO del regimen permanenle. Al llegar a r' cuando la corriente es de 0,221 A, el interruptor pasa a la posicion 
2, y para ( > r se aplica la Ecuacion (7) con un valor final de 0,5 A, 



16-4 Repetir el Problema 16-3 suponiendo que la polaridad de la fuenle de 50 voltios se ha invertido. 

La primera parte del regimen transitorio, con el inierruptcr en la posicion 1, es igual que la obtenida en e! 
Problema 16^3: i = 1,0(1 - e'^'"''') con / - 0,221 A para t = 500 /is, 

Al invenir la polaridad de la fuente de 50 V se obtiene ia siguiente ecuacion 



di 
lOOi + 0,2— =^ -50 o bien {D + 500)/ ^ -250 
d£ 



cuya solucion es 



{ - ce 



SOOtf-r--) 



0,5 



(/) 



(2) 



V 
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0.5 - 



Ahora bieti, para t = i' hi intensidad vale 0,221 A. Susii- 
tujendo en la Ecuacidn (2), 0.221 ^ c{l) - 0,5, o sea, 
c = 0,721. La ecuacidn de la corriente para t > f' es, 
por consiguiente, 

/ = 0,721f~^^^*^-" ~ 0,5 

En la Fig. 16-23 se ha representado la intensidad en 
e! regimen transitorio. El valor final es -0,5 A, ya que 
con la inversion dc la fuente de 50 V su sentido es opuesto 
al tornado como posilivo. 

16-5 A tin circuito serie RC, con R = 5000 ohmios y C = 20 microfaradios, se le aplica en el instante 
I = una tension consiante K = 100 voltios (el condensador no tiene carga inicial). Hallar las 
ecuaciones de i, u^ y v^. 






^ ' \ 


-'^ 




V \ 




^ -i 


\i 






FlK. 16-23 





100 



ii) 



A) cerrar el circuito, la ecuacion es 

SOOOi + „^ \^ , f idt = 
20 X 10'" J 

Derivando y utilizando la notacion operacional resuJta, 

(D + lOjf - cuya soluci6n es j = ce~^^ (2) 

Haciendo ( = en !a Ecuacion (7) la corriente inicial vale /<> = 100/5000 - 0,02 A. Sustituyendo en (2), 
c = 0,02. La intensidad es, entonce!>, 

/ = 0,02e-'^' 
y las tensjones de regimen permanente eo bornes de los elementos del circuito son 



(-J) 



^c 



i:„ ^ Ri ^ 5000(0,02 f-*'") = 100 e-'* 



Los regimenes transitorios se han representado en la Fig. 16-24_ En el regimen permanente y^ — y 
vc - 100 V. 



(I.OJ 



0,UJ 




tM 




FiS^ 16-24 

16-6 El condensador de 20 microfaradios del circuito RC de la 
Fig. 16-25 tiene una carga inicial g^ - 500 microculorabios 
con !a polaridad indicada en e! esquema- En el instante 
r — se cierra el interruptor apIicandosCj en consecuen- 
cia, la tension constante K - 50 voJtios. Detenminar la 
intensidad de corriente en el regimen transitono. 

Al cerrar el circuito, la ecuacion es 



(6) 



50 V 



?o; 



looon 



20 ^^F 



lOOOi 



1 + L_- f i if ^ 

20 X 10-^ J 



cuya solucion es 







Fiff. !$-25 




- 50 


bien 


(D + 50)i = 


(J) 


i = c«-«' 






(2) 



Ahora bien, la fuente dc 50 V da lugar a una corriente con el sentido dibujado en d diagrama, originando 
una carga + en la placa superior del condeniiador. La carga inicial del condensador qQ tiene una tensi6n equi- 
valenie V^ = qJC = (500^ 10"*). (20 ■ 10^*) = 25 V, que tambien produce una corriente en el sentido mar- 
cado de i. Por tanto, para r = la corriente inicial es ^^ = iV -h Qq/Q/R = (50 + 25)/1000 ^ 0,075 A. Susti- 
tuyendo en la Ecuacion (2), c = 0,075 y, por consiguiente, / = 0,075£'~^^' A. 
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16-7 Repetir el Problema 16-6 refiriendo el regimen transitorio a la carga. ■ 
La ccuacibn, tomando como variable la carga. es 

-3 = 50 bien (D + 5Q)q - 



"""I^+^DXIO-O 



.05 



cuya soluci6n cs 



^e-50i + 10-3 



(J) 



(«) 



Para / = el coadensador liene una carga positiva de 0,5 - 10' ^ C en la placa inferior. La polaridad de la 
carga acumulada durante el regimen transitorio en la placa superior es positiva. En consecuencia. se hacc 



yt = 0enlaEcuaci6n{^),conloquec = -1.5- 10'^. Entonces.g 
el regimen transitorio es i = dqidi = 0,075^"^^' A. 



= "1,5*10^^ 



50f 



+ 10^ 



g^= -0,5-10-^; 

y la corrientc en el regimen 

En la Fig. 16-26(fl) se ve que el condensador ticne una carga inicia! positiva de 0,5 - 10" ' C en la placa in- 
ferior y una final posiiiva de 1,0 ■ 10^^ C en !a placa superior. La corrientc en el regimen transitorio, / = dg/dt, 
se ha dibujado en la Figura 16-26(fr}. 






0.3 PT 10 



OS ^ It)-* 




om o.tM o.fift oofl u-i»> 



0.075 



050- 



riii:>- 




-T ^-[ 1 1 — • — T ^r^ ^~ 

o.-iji ii.o: <Jr}J o.i>J r^oi O.tX) U.U7 



(o) 



Fif . 16-M 



(t) 



16-8 En el circuito RC de la Fig. 16-27 se pone el interrup- 
ter, en el instante ( = 0, en la posicion 1 y despues de 
una constante de tiempo (1 t) se pasa a la posicion 2. 
Determinar el regimen transitorio completo de co- 
rrientc. 

En la posicion 1 1^ solud6n de ia ecuacidn diferencia! 
obtenida al aplicar la segunda ley de Kirchhoff a) circuito es 



HI V 



i 



1 
1 



^ 40 V 




fOtK) 



ii^ ta 



Fiff. 16-27 



Para 5 = 0, i^ == V/R = 20/500 =^- 0,04 A. Sustituyendo en (Z), i\ ^ 0.04 y la corrientc en el intervalo 
< / < 1 T es 

/ = 0,04^^^^^^' 1^» 

Este regimen transitorio contmuahiista que/ - J i = /?C ^ 500(0.5-10-^) = 250^s. Enesteinstanieja inien- 
sidad de corrientc tiene un valor / = 0,04^"^ ^ 0,0147 A. 

Al pasar el interruptor a la posicion 2, el conden- 
sador tiene una carga en las placas que origina una ten- 
sion Vc = 20(1 - c~^\ = 12.65 V, Esta tension, junto 
con la fuente dc 40 vokios, hace circular la corriente en 
senlido opuesto a la originada por la fuente de 20 V. 
Haciendo t' = \ r. la ccuacion de la intcnsidad en el 
segundo penodo de transition es 

Para f --^ f\ : = - MO 4 12.65)/50O - -0,1053 A. 
Susiuuyendo en t^l < , ^ -0.1053, con lo que la intcn- 
sidad es 

,= ^0.1053i'- *""**"-'■* {4] 

EI regimen transitorio completo es el representado 
en ia Fig. 16-2S. Para 1 z la cornenie ijene un valor de 
pico de -0.1053 A. 




Fig. 16-28 
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Determinar el regimen transitorio de carga en el Problema 16-8 y derivar para obtener el de la 
intensidad de corriente. 



En la poski6n 1 la ecuacion referida a la carga es 



500-^ + 



= 20 o bien (D + 4000)g = 0,04 



dt 0.5X10-8 

q =: CiC-^^O' f 10 X 10 -< 



ii) 

it) 



cuya solucion es 

Para / = 0, ^o = 0, Con las condiciones iniciaics en (2), sc obtiene Ci - -10' 10~* y, por tanto. 

q - 10X10-6(1 -«-«"<>*) (3) 

Esta ccuacidn es valida en el intervalo < ^ < /', siendo t' = \ x. Para 1 t, la carga en el condensador es 
g= 10M0-*(1 -£-'■) = 6,32- 10-* C. 

Con ei interruptor en 2 la ecuaci6n diferencial as 



500$ + 



-40 o bien (Z) + 4000)g = -0,08 



U) 



dt ■ 0,5 X 10-^ 

ysu solucion 9 = c^ e-^oo^''^'^ - 20 X 10-« (ff) 

Sc determina Cj por sustiiuci6n del valor de q para 1 t y haciendo r = 1 t en la Ecuacion (J), En esias condi- 
ciones, 6,32 ■ 10"^ = Cjll) - 20 • iO~*, de donde C3 = 26,32 ■ 10"*. Por tanto, 

q - 2e,32 X 10-«e-'*'™°"-* ' - 20 X 10-9 {$) 

La Fig- 16-29 representa el regimen transitorio 
completo. La intensidad sc halla derivando las 
Ecuaciones (3) y [6). Por consiguiente, en el in- 
tervalo < f < f, la intensidad vale 



* ~ -^{lOxlO-Sl - c-*o^')} 



y para I > I , 



0,04 ^-*MOt 



t - -=-{26,32 X io-««-*«Mtt~''J - 20 X 10-«} 
dt * 

= -ai053*-*'^'>*><'-''^ 

Esios resultados son identicos a los obtenidos en 
las Ecuaciones (2) y {4) del Problema 16-8. 




-lOxlO-i 



-20X 10"*- 



Fig. 16-29 



16-10 A un circuito serie RLC con R = 3000 ohmios, Z. = 10 henrios y C = 200 microfaradios, se 
le aplica una tension constanie V = 50 vollios en e! instanie / = 0. Hallar el regimen transitorio 
de corriente y el valor maximo de la intensidad si ci condensador no tiene carga inicial. 



La ecuacion, una vez cerrado el circuito, es 



3*^*^^^ + It* S +2001^0^ 



d t = 60 o bien {D^ + 500D + BOO)i - 



Las raices de la ecuacion caracteristicu son £»! - -298,3 y D^ = -1,67, con la que 



c,e-''" + c^e-"''-" 



U) 



(2) 



Para calcular f, y C2 se utilizan doii condiciones iniciales. Al contener una bobina el circuito serie, la funcidn 
de intensidad tiene que ser continua. Por tanto, si ; = para / = 0- , tambien vale para ? = 0+, Entonces, 
de la Ecuacion (7), 10 di/di = 50 y di/d! = 5, Si se escribe ahora (2) para / = resulta, ~ €^{1) + c^ii), 
de donde c^ + c^ ^ 0, Haciendo / - en la pnmera derivada de (2) y sustituyendo el valor di/dl = 5 se ob- 
tigpg 5 = - L67f J - 298, 3c3. Resolviendo el sisiema de ecuaciones que relacionan las constantes se obtie- 
nen los valores Ci = 0.0168 y c^ ^^ -0.0168. Por tanio, 

0,0168e-''**-^' ■ (J) 



/ = 0,Ol68f 



- l,67l 
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Para hallar el maxjmo de la corrienie se hace dildt igual a cero y se despeja t. 

dildt = (0,01 68){^ 1,67)^-'*^^' - (0,0168){-298Jk^-^^«'^^ = o bien i - 0.0175 s 
Llevando esie valor de ^ a la Ecuador [i] se obiiene 0,0161 A. 

16-11 Un circuito serie RLC, con /? = 50 ohmios, i = 0,1 henrios y C ~ 50 micro faradios, tiene 
aplicada una tension conslante K = 100 vohios en el instante t = 0. Hallar el regimen transi- 
torio de corriente, supuesta cero la carga inicial del condensador. 

AI cerrar el circuito, la ecuacion diferencial es 

50/ + OJ^ + gQ^-^^^_g J^ i dt = 100 o bien {£32 ^ ^OOD + 2 X 10^)1 = (1) 

Las raiccs de la ecuacion caracteristica son D^ - -250 -r ^371 y Oi = -250 - 7371; en consecuencia, la 
intensidad de corriente es 

i - e-^50i (cj CQE 371t -h cj sen 371C) (^) 

Para f - la corriente es cero. Emonces, de (2 J se reduce, /^ = = (l)<f j cos -h Cj sen 0) y ^j = 0. 
La Ecuacion [2] se transfoima en 

i = €-2*^fcjScn371t (J) 

Derivando (i), ^^^^ ^ c.^ie^^^' (ill) co&37U ^ e^^^^' {-250) ^nZ7lt) ' (i) 

De (/), para ; = 0, {^Mdadt) = 100. dedonde. di dt = 1000. Sustituyendo en {41 para i = 0, di/df = 1000 = 
^2 37] cos y c; = 2,7. Por lanio, ia intensidad buscada es / = e~^^^'{2J sen 371/), 

16-12 Un circuito serie RL, con ^ = 50 ohmios y L - 02 hennos, tiene una fuente de tension se- 
noidal v = 150 sen (500/ + <p) voitios que se aplica en el instante en que = 0. Hallar la co- 
rriente completa. 

Al cerrar el circuito, la ecuacion diferencial es 

501 + 0.2 ~ ^ 150 sen 5001 o bien (D + 250)i = 750 sen BOOi {}) 

La funcion complementaria es :, = ce~^^^\ 

Para hallar la solucion particular utilizamos el metodo de los coeficieiues indeiernninados y suponemos 
una intensidad de corriente particular 

ip ^ A cos500i -h B -ScnSOOt (2) 

Enionces, " ip ^ -500A sen 500£ -h 500B cos500£ (S) 

Sustituyendo estas expresiones de / e f en (I) se obnene, 

(-500A sen soot + 500iJ cos 500() + 250(i4 cos 500£ + B senSOOf) = 750 senBOOi 

Igualando los coeficientes de sen 500f y cos 500^ resultan 

-&OQA ± 250B ~ 750 y BOOB + 250A = U) 

Re^olvicndo este sistcma dc ecuaciones se deduce .4 ^ -1,2 y tf = 0,6. Entonces, 

/p = - t,2 cos 500/ -♦- 0,6 sen 500/ - 1,34 sen (500/ - 63,4^J (5) 

La mtensidad de corriente completa es 

; = ce-^'''' ^ J, 34 sen {500/ - 63,4^") {6) 

Para / = 0, / = = ill) -r 1,34 sen (-63,4'^) y c = 1,2. Por tanto. 

i = l,2t'"'^^"' + 1,34 sen (500/ - 63,4') (7) 
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En la Fig. 16-30 .se representan /,, i^ y su suma L Despues de sobrepasado el regimen transitorio (apro- 
ximadamentc para / = 5 t). la intensidad de corrienle es senoidal y rctrasa respecio de la tension aplicada 
en un angulo = arc tg aiLlR ■-= 63,4°. 




Fig, ie-50 



16-13 En relacion con el circuito del Problema 16-12, <; a que angulo <i> debera cerrarse el circuito para 
que la intensidad de corriente udquiera directamente el regimen permanehte sin transitorio? 

Si (;6 ^ 0. de lii Ecuiicion [ft) dei Problema 16-12. 

I = rr""**' ^ 1,34 sen (500f ^ 4> - 63,4 j 

Para / = 0, = r(l ) + i,54 sen ic!> - 63.4 "t Ahora bien. el transitorio es cero si la constants i es cero; esio 
ocurre si <^ = (63,4' - rjlKO" L siendo /i = 0. L 2. . . . 

16-14 Un circuito serie RC, con /? ^ lOO ohmios y C = 25 microfa radios, tiene una fuenle de tension 
senoidal v = 250 sen (500f + <^l voiiios que se aplica en el insiante en que = 0". Hallar la 
intensidad de corriente suponiendo que no hay carga inicial en el condensador. 

A] cerrar el circuito. hi ccuticion diferencial es 



lOOi + 



25 X 



lO-O 



di - 250 5en500( o bien (ZJ-t-400)i = 1250 cos 500t 



{i) 



La funcion complemeniuna cs i^ = i-^-"*''^^'. 

Para deterniinar 1j corriente particuldr sc hace Que d segundo miembru de la etuacion del opcrador sea 
la parte real de [250^^-^-^^' y se aJmne, por Vduio, ia iniensidad de corriente particular 



Bniunces. 

[Jevandn cstos valores a (/}, 



L = K f^*™f 



ip - ;500KfJ^^ 



j600Kei-^^^ H- iOOlKe^^^'-^') - 1250 e^^^^' 



(J) 



de donde K - 1,95^/- 51 J-'. Este valor de K se suitituye en la Ecuacion [2 1 pero como ia lension de entra- 
da es ia pane real de I2?bt-'"^^^''', la intensidad es la pane real de (2) e i^ = 1,953 cos (500/ — 51.3'). La co- 
rriente cornpleia cs 



/ - cv- ''^^■' - 1,955 cos i500! - 5\.y] 



{5) 



Para f = 0, la Ecuacion (/ } cs 100; = 250 sen o bicn. i = 0. Medianie la Ecuacion (5), con / = se obiicnc 
c - "1,22 y, por tanto, 

/ = -L22l-^^^^ + 1,955 cos (500.' - 5L3"t = -1.22?--*^^^ + L955 sen (500/ + 38,7^) 
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16-15 En el circuilo serie RC de la Fig. 16-31 se aplica la fuente 
dc tension scnoidal v = 250 sen (500r + if)) vollios al cernir 
e[ circuito en el instante en que <p = 45'. Hsy una carga 
inicial q^ = 5000 10"^ culombios en el condensador, con 
la polaridad senalada en el diagrama. Hallar la corriente 
completa. 

E] circuilo y la tension senoidal son los mismos que en el Pro- 
blema 16-14, excepto que ^ = 45*. Por tanio. la form:i operacion^t 
de ia ecuadon diferencial es 

(/) + 400); = 1250 cos (500/ + 45") 




100 fl 



i5 jif 



Fi^. 16-31 



U) 



La funcion complementaria es lambien la misma que en el probiema anterior, y la iniensidad de corriente 
particular esta defasada 45*, esto es, i\ = 1,955 sen (500/ - 83,7" }. La corriente compJeta es, pues. 



I ^ ^^-*oor ^ 1^955 ^n f5oo/ ^ 817) 



(2) 



Para / =^ hay dos tensiones que tienden a hacer circular una corriente. EI condensador cargado posee una 
tension equivalente V = q^jC - {5000 x 10"^) (25 x 10"^) = 200 V y la fuente tiene una tension instan- 
tanea t; = 250 sen 45' = 176,7 V. El examen del circuito muestra que ambas tensiones tienen la misma po- 
laridad y, portanto, la corriente inicial es i^ = (200 + 176,7} 100 = 3.77 A. Ulilizando ahora la Ecuacion (2) 
con / = 3j77 para / = se obtiene c ^ L83, con lo que la intensidad de corriente buscada es 



/ = I,S3e 



-Ayoi 



^ 1,955 sen fSOOi + 83,7 ) 



16-16 El circuito serie RLC de la Fig. 16-32 tiene una fuente 
de tension senoidal v = 100 sen (lOOOf + 0J voJtios. Si 
se cierra el interruptor cuando ^ = 90 , hallar la inten- 
sidad de corriente supuesta cero la carga inicial del con- 
densador. 

La ecuacion del circuito, una vez cerrado el interrupior. es 




50i + 



Fig, lfi-32 

i:^ + J..1 \ idt = 100sen{1000t + 90^} 

at 50 X 10~^ J 



U) 



bien {D^ + 500/) + 2 x I0^)i = 10^ cos (lOOOf i- 90^) 

Las raices de la ecuacion caracierisiica son D, = -250 + /37I y £>, = -250 - /371 

La corriente complementaria es f, = ,f"^'*°' (f, cos 371; + q sen 3710 y la particular, hallada por el 
metodo empleado en d Probiema 16-14, es /^ = 1.06 sen (1000/ -f 32 ), La corriente compleia es, por tanto, 

i 1= e-25("(cs cos371( H- c, Sin S710 + 1.06 sendOOOi + 32^) (2) 

De (/), para f = 0, /q = y di/cit =^ 1000. Sustiiuyendo en fJ), r, - -0,562. Derivando (2) se obtiene 

— = (!-25<K(_37if sen 37U + 371c.> cos 3710 
df 

+ (ci t:os371f + f^scn37in{-250«-"^') + 1,0(3(1000) cos (lOOOi + .32*) (S) 
Sustituyendo i = 0, r, --= -0.562 y Ji/tli = 1000 en 13] resulia Ci - -0J04, Ln Ecuacion (2) se convtertc en 
/ = e'"*^' ("0.562 cos 371/ - 0J04 sen 37!/) -t 1,06 sen UOOOr + 32') 



16-17 Un circuito serie RLC, con R =^ tOO ohmios, L = 0,1 hennos y C - 50 micro farad ios, tiene 
una fuenie de tension senoida! v -■ 100 sen (1000/ + 0) vollios. Si sc cierra el interruptor cuan- 
do <^ = 90^ haliar la corriente supuesta nula la carga inicial del condensador. 

La ecuacion diTerencial que corrcspoiide nl cierre del circuito es 



rfi 



^ 10-fi J 



o b#n 



dt 50 X 



(£)- + lOOOD + 2x W')i 



idt "^ 100 scndOOOt + 90*) 

- 10« cosdOOOM' 90^) 



(J) 



CAP. 16] 



REGIMEN TRANSlTORtO EN CIRCUITOS 



261 



Las raices de la ecuacion caracieristica son D^ = -276,5 y i)^ = -723.5. 

La funcion complementana cs /, ^ c^e"^'^^'^' H- Cje''^^^-^* y ia solucion particular, obienida por el me- 
todo de! Problcma 16-^14, /^ ^- 0,?St sen (1000/ 4- 51,4*)- La corriente completa es, por lanio. 

i = c, p 27^,5j ^ ^^^-^^3,5. ^ 7^1 sen tlOOOf + 5L4^) (2) 

Para deierniinar las consfanuis l\ y r^ se calculan ; y di/di para ^ - en (7), Sustiluyendo tos valores que 
resuUan, esto es, i^ = y i^;/^/ - 1000 en (2) st; obtiene 

/o = = ^ifl) + tjd) ^ 0,781 sen 51,4 o bien c^ + Cj ^ -0,610 (J) 

Derivando (2) y sustiluyendo / = y {Ji/df ^ 1000, 

(^/A/f = 1000 = -"276,5^.', - 723,5^2 -^ ^Si cos 51,4" o bien 276,5^, + 723,5^^ ^ -513 {4) 
Resolviendo ei sistema formado por (3) y {^), c^ = 0,161 y c^ = -0,771. Por tamo, 
/ = 0J61t'''"' '^ " 0,771i--'^^''' + 0,781 sen (fOOO; -r 51,4') 



16-18 En un circuito de dos mallas. Fig. 16-33, se cie- 
rra ei interruptor en el instante t = 0. Determinar 
las corrienles transitorias en las mallas, i^ e Z;, y 
!a tension transitoria en el condensador Vc^ 



^ ion 



50 V. 



A. ^ 



H 



lOQ 



2 >jF 



Fig. 16-33 



Aplicando las leyes de Kirchhoffa las dos rnatias se tiene 
20ii - lOi^ - 50 o bien 2Dj^ = OU [1] 

m 

-lOi'i + lOi-i + ^ ■■ : ■ f j^ d( = o bien -Di^ + (D + 5 X lO^)!^ = (2) 

De la Ecuacion HI Di^ ^ ID/.. Sustiluyendo en {2 1 

-UDU) + (D ^ 5 X 10^) i2 ^ bien (D + 10^)/^ = (J) 

La iiolucion de la Ecuacinn (i) contiene so]amente una funcion complementaria, ya que la ecuacion es 
homogenea. Por tanto, 

Poniendo r =^ en la Ecuacion {2 1 - lO^j + lO/j = o b^en f\ = Z^- En consecuencia, la Ecuacion {1) para 
f =D se conviene en 20/j - \0i^ ^ 50. de donde i^ ^ j^ == 5 A. SusEiiuyendo esie vulor de /^ en (4) se ob- 
tiene r = 5. Por lanio, 

is - e^-^^'^ (5) 

La corriente transitona i, se obtiene ahora sustiluyendo (J) en la Ecuacion (/). Enlonces, 

20ii ~ 10(5e-^^"^'n = 50 c i, - 2.5 + 2,5*3"^^'* 

La tension transitoria en e! condensador. i\^, se obtiene integrando, respecto del liempo, ta intensidad de 
la corriente en la malia /;: 



^'^ = ^j 



''■'"^^ " 2X10-*', 



Se-J^'di = 25(1 -c"^"^) 



I0*f\ 



16-19 En el circuit o de dos ma 1 his dc la Fiji. 10-34 se cie- 
rra ei interruptor en el insiante / = y ia fuente 
de tension es i? ^- i^i! sen 1000/ voltios. iialiar 
las corrientes dc malhi ;, e i^ fvense el esquema). 

Las icyes de KirchiiotX uplicadas a liis mailas, pro- 
porcionan eJ sisiema de eciiaciones 

10(, + IOj, + 0.01 '---- ---■ !50 sen 1000; 

^ ' d! 






"01 



sn 



tO^>l M 



50 



o bien iD + 1500)/] 4 1000^ - 15.000 sen lOOOf {I] 



Fig, 16-34 
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15/2 + 10^1 = 150 sen 1000/ 
De la Ecuacion (2). /^ = 10 sen 1 000 f - f/j 

Suslituyendo en la Ecuacion (I) se obtiene la ecuacion diferencial 

(D + 833 )/i = 5000 sen 1000/ 
La solucion compleia. segun el metodo del Problema 16-14, es 

/i = ce^^^^' ^ 3,84 sen (1000/ - 50,2") 
Llevando ahora esta expresion de i^ a la Ecuacion (i) se deduce 

i^ =. -^fcr^^^^' - 2,56 sen {1000/ - 50.2) + 10 sen 1000/ 
= -^ce-^^^' + 8,58 ^en (1000/ ^ 13.25 J 



[CAP. 16 

{2) 
{3) 

{4) 

i5] 



i6) 



La intcnsidad de la corriente de malia /. circula por una bobina y tiene que anularse para / ^ 0. Sustitu- 
yendo en la Ecuacion (5), = ^(1) + 3.84 sen (-50,2=). de donde c ^ 2,95. El sistema de ccuaciones en las 
corrienies de malla es, por tanto, 

i^ = 2,95f'^^'^ -*" 3,84 sen (1000/ - 50,2^) e /^ = -iS-^e'^^^' - 8,58 sen (1000; + 13,25-^) 



Problemas propuestos 



t6-») 



16-21 



En e! circuito serie /iide la Fig. 16-35 se cierra e! interrupior S^ 
en el instante / = 0. Despues de 4 milisegundos sc abre el inie- 
rruptor .Sj. Hallar la intcnsidad de cornenie en los anterwalos 
< / < /' y ^' < ^ siendo /' = 4 milisegundos. 
SaL i = 2(1 - f-'^"'): / = 1.06^" '^""^"^^ - 0.667. 



Se aplica, cerrando un interruplor. una tension constante a un 
circuito serie JiL. La tension enire los extremos de L es 25 
vollios para / = y cae a 5 voltios para f = 0,025 scgundos. 
Si i = 2 henrios, icual debe ser el valor de /?'^ 
SoL 128,8 O. 



100 V -=■ 



50fl 



looa 



;iDj H 



Fig.lG-35 



16-22 En el circuito de la Fig. 16-36 s^ cierra el interruptor S^ en el instante / ^ y se abre 5^ para / = 0,2 segun- 
dos Determinar las cxpresioncs de la corriente iransitona en los dos iniervalos. 
5^/. i= 10(1 " e"'"'); /= 6,97^-^^^'-^^ - L67 

16-23 En c) circuito de la Fig. 1607 se cierra el circuito en la posicion I en el instante / = y se pasa a la 
posicidn 2 despues de iranscurrido i inilisegundo. Hallar e! liempo para el cual la corriente es c^ro e invierte 
su sentido. Sol. L261 ms. 
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Fif. 16-36 
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c: Yi 



Fig. 16-37 
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16-24 En d circuito de la Fig. !6-38 ^e hn cerrado e! interruplor en !a posicion I el tiempo suficiente para que se 
establezca eJ regimen perraitncntc de cordeiue. Si se pasn d interruptor a la posidon 2 existe una corriente tran- 
sitoria en las dos rei-istencias de 50 ohmios duranie un corto tiempo. Deierniinar la energia disipada en las re- 
sislendas durante esie regirnen transitorio, Sol. 8 J. 

16-25 El circuito RC de la Fig. 16-39 tiene en e! condensador una cargii inicjal q^ = 800 x 10"* cuJombios, con la 
potaridad senalada en cl esquema. Haltar los regimenes transitorios de corriente y carga que se originan al 
cerrar cl circuito. SoL i= - lOr '■^-* ' '°''' A; ^' = 400U + e"^'^"'""') * I0~^ C 



100 V 



L_ 



bQU 



Fig,16-M 



son 
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iW V 



10 £1 



./ 



Qq: 



yj V 









-S- ;o V 



lOOO 



50 jih\ 



Fig. 16-40 



Fig. i6"3S 

16-26 Un condensador de 2 microfapadios y una cargy inicial yo ^ '00' 10"^ cuiombios se conecta entre los ter- 
minals de una resistencia de 100 ohmios en el insiante f ^ CaJcular el tiempo en el que la tension de regi- 
men iransilorio en 1^ resistencia cae de 40 a 10 vohio^. So!. 277,4 us. 



16-27 En el circuito de la Fig. 1640 se pone ei jnterruptor en la posicion 1 en el instante / = y se conmuta a la po- 
sicion 2 despues de untj consiante de ticmpo ! t- Hailar las expresiones en el regimen transilono, de la corrien- 
te en ymbo-s intervalos < t < r y r < ;. Sol, t - O^Se'^"^^': i = -0.5I6t>-^''^^'-'^ A. 

16-28 En reliicion con el Probienia 16-2? rtz^cWcr la ecuacion difercncial rererida a la carga. Deducir de las funcio- 
ncs carga en regimen transiiorio las intensidades corrcspandientes y compartir los resultados. 

16-29 En el circuito de la Fig, 16-11 se pone el interriipto: en la posjcion i el tiempo suficjenie para que se establez* 
ca el regimen permanente y ^e conmula despues a 2. Se e.stablecc una corriente de regimen transitorio, disjpan- 
dose durante este una energia deierminada en Ihs dos re^iitencjas. Obtener esta energia y compararia con la 
almacenada en el condensador antes de conmutar el interruptor. So!. 0,20 J. 

16-30 En el circuito de la Fig, 16-42 el condensador C^ Ciene Sa carga inicial q^ ^ 300 ■ lO"*' culombios. Si se cierra 
el interruptor ea el instante i ^ 0, hallar la corriente y ia carga en el regimen transiiorio y la tension final del 
condensador C,. Sol. I = 2,5^^"^-^^^^'' A; ^ -^ 200(1 -f OJ^^"^-^ ' '^'^l * 10"* C; 33,3 V. 

16-31 Hallar. en el problems anierior, las tensiones de rcj?i]ni?n iransitorio 1^,, v^^ y t>, Dcmosirar que su suma es 

nula. So!. i\-^ = 33.3 4- 16.7^-^-''^^''; i^^-^ 1 -33.3(1 - f.-i-^-'j^-'j; ^.^^ ^ _^q^.-2^^ iq*i 
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Fiff. 16-41 
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Fiff, 16-42 
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Fis, 16-43 



10 R 



16-32 En el circuito i>erie RC de la Fig. ift"4."i el cotidftiri^^doi tienc una carga niic;;:il (j^ > el inierruptor ie cierra en 
el instante ( — 0. Deienninar t/^^ sabicrsdc que la poit^ricia d;; r^jgijTiL^:: [ransuono en ta resislencia es P/t = 



360(' 



\0^i 



VilUOS. 



Sol. 120- 10"^ C 



16-33 Un circuito serie R^-C\ con R =^ 200 ohmios;. /. - 0.1 i-ennos y C = tM microfaradios. ^e le apiica en el ins- 
lanie / = una tension con^iante de 200 vokio^. [^L-^r^mim^ir U\ intcnsidad de corrienie suponiendo que el con- 
densador no neae carga inK:ial. Sol. / -■ ] .V-^.:^e~^^' - !.Q55t"" ''*'^*' A. 



16-34 Un circuito serte RLC\ con R — 200 ohmios > L -- 0,1 hei^rios. adquiere un amortiguumiento critico para 
un valor delermtnado de Va capaciiancia Dett^rTTiinar la capacidad C del condensador. Sol. 10 ;jF. 



16-35 Hallar la pulsacion natural de un circLiito scrie RLC e:^ e^ que R ^ 200 ohniios, L - OJ henrios y C ^ 5 mi- 

crofaradios. Sol. 1000 rad"^. 
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[CAP. 16 



16-36 A un circuito serie RLC, <:on R = 5 ohmioi, I == O.l henrios y <:* = 500 microfaradinc c^ u , ,■ 

16-37 La lension scnoidal aplicada a un circuiio serie RL es t = 100 cos fiOO/ + <Ai voltift^ t n. u.j^... ^ o r 




3aoa 



\ n 








10(1 



Fig. 16-44 



.... ^ Fig. 16.45 Fiff, 16.46 

16-39 En un circuito sarie RC, Fig. 16-45. cl condensadcr ttenc L-na carsa iniciat ur, = 25 x lO""^ culomhJn, ^^n 

ilUWU/ + ^J voitios. (JbEener la comente en el regimen transtiorio 
SoL i = 0.1535?"*"^'' + 0.0484 sen {iOOO/ ^ t06 1. 

16-10 En el probkma anterior, ^que carga m=CEal deberia lener d condens^dor para que ai ccrr^r cl inlerruotor Ja 
corriente pasara directamtnie ^1 regimen permancnte sin irdnsiCion"' 
Sol, 13,37 X 10"* C. + en la piaca superior. 

1641 Deraostrar que un drcuito senc /fir con un. fuent. de .ens.6n r = r^, sen ,../ + <p} voli.os liene una soJu^ 
cion particular de Ja ecuacion diferenciai dada por 

V 



Ip = 



m«s 



V^^ + (l/u>C- ^L)2 



sen 



(" 



i + * + arc )g 



(I/wC 






J6-« A un circutto scne y?lC. con >? = 5 olimios. L - 0.1 henrios y C = 500 microfa radios, se k aplica en «l ins* 
tame en que = 0^ la tension senoidai r = 100 sen (250/ + <t>\ voUios, Hallar b cornente resultante 
Soi r= e "■ (5,42 cos 139/ - 1,89 sen 1390 + 5.65 sen f250f - 73.6° |. 

1M3 En uit Circmto serie RLC. con R - 200 ohmios, t - 0,5 henrios y C = 100 mierofa radios, hay una fuenie 
dc tension v ^ 3O0 sen {500/ + 4» voitios. Si se cicrra ei interrupter en e! instante que <^ = 30 determinar la 
corrienie resultants SoL i = 0.517f-^*''" - 0,J97f-*«.^' + 0.983 sen [500/ - 19 ). " 

16^ Un drcuito serie RLC. con R = 50 ohm.os, L ^ OJ henrio.s y C ^ 50 microJaradjos, tiene la fuente de ten- 
sion senoidal v = 100 sen (500/ + ,^) voitios. Si se cterra cl circuito en el instante en que d> = 45 determinar 
ia conlente resukante. 

Sot. i = (.-"* (-1,09 cois 371/ ^ 1,025 sen 371,) + 1,% sen {500/ + 33.7"). 
16^5 En un circuito de dos mallas. Fig. J 6-46, la fuentc de tension en la malla 1 vicne dada por y = 100 sen 
i200/ + 0) voitios, Determinar cl regimen transitorio de las coriicntes /, e /j si cl circuito se cierra en el ins- 
tante en que =s 0"^, 

Soi i, -"= 3.0t^-'^<^' + «,96 sen (200/ - 63,4^); (, ^ 1.505^-"'^' + 4,48 sen (200/ - 63.4^) 
l6-»6 En el circuito de dos mailits de la Fig. 1 6^7 haliar las corriemes /, e fj al ccrrar el interruptor en el instame / - 

1^1 En ei arcuuo de do. malla.. dr; la Fig, 1 6-48 se cierra d intCTupior en el instanl« / = 0. Determinar las corricrt- 
i« h e *2, Soi ly - i.67i? *•*'' i 5; /j = -0,555^"*'*'' -i- 5. 
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Capitulo 17 

Analisis del regimen transitorio per el metodo 
de la transformada de Laplace 



INTRODUCCION 

En el Capitulo 16 hemos estudiado la corriente en el regimen transitorio en circuitos que contie- 
nen elementos capaces de almacenar energia, Aplicando las leyes de Kirchhoff a dichos circuitos re- 
suJtan una o mas ecuaciones diferenciales en e] dominio del tiempo, segun la configuracion del circuito. 
Estas ecuaciones las hemos resuelto por ios metodos clasicos, Sin embargo, en muchas situaciones, no 
conviene emplear esos metodos, razon por la cual vamos a ver otro metodo, que se ilama de la transfor- 
mada de Laplace, que proporciona ia solucion directa de una ecuacion diferencial en deierminadas 
circunstancias. Ademds, en el caso de algunas funciones de forma irregular, no se pueden manejar con 
facilidad por Ios metodos clasicos y el metodo de Laplace, en cambio, proporciona una solucion muy 
elegante. 

Este capitulo solo muestra las aplicaciones basicas del metodo de la transformada de Laplace, 
Se prescinde de las demostraciones matematicas rigurosas y de aquellas aplicaciones mas complejas, 
remitiendo al lector a Ios textos consagrados a capitulo tan imponante de la malemaiica aplicada. 

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Sea/(0 una funcion de / definida para todo / > 0; la transformada de Laplace, que se expresa con 
el simbolo £[/{/)], se define por 



^ 



[fit)] = F(s) - Cme-'^dt (1) 



en donde el parametro s puede ser un niimero real o complejo. En las aplicaciones a la teoria de circui- 
tos, s - G + Jco. La operacion £[/(/)] transtbrma una funcion /(;) en el dominio del iiempo en una 
funcion F(s) en e! dominio de la puhacion complejo o dominio de la variable s. Ambas funciones, /(/) y 
F{s), forman un par de transformadas. Exisien lablas en donde se encuentran estos pares de funciones. 
Las transformadas de la Tabla 17-! son suficientes para Ios fines que se persiguen en este capitulo. 

Las condiciones suficientes para la existencia de la transformada de Laplace son que la funcion 
f{t) sea [a) coniinua a mtervalos y (i) de orden exponenciaL Una funcion /(?) es de orden exponencial 
si !/(/)l < A^^ para todo / > rn, sicndo A y i^ consiantes positivas. Si se cumplen estas condiciones, 
la integral de la transformacion directa es convergente para todo a > ol, y existe F(s), En el analisis de 
circuitos, todas las funciones cumplen las condiciones {a) y {b), 

Ejempio L 

La funcion represenlada en la Fig. 17-1 se \\\xrv^ fumion es- 
caton y se define por /(O = A. ( > 0. Hallar su translbrmada de 
Laplace. 

Aplicando b ecuacion (/) a la funcion /(/) = A tendremos 






S JO 



A 



Fig. 17-1 



Ejempio 2. 

Hallar la transformada de Laplace de ta funcion /(/) = t "', siendo a una consiante. 

^^ ^ Jo -^0 L (» + «> Jo * + 
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E^cmpJa 3, Hallar la iransformada de Laplace de la funcion fit) = sen oj/, 

"-s(senjri£)€^*t — 6"'^i.i cos ^* 



-C{seTlwt] = I senu>£e~**dt - - 



s^ + ^ 






£jeinp)o 4, Hallar la transformada de Laplace de la funcioQ derivada, df/di. 

{df/dt)e-'^ dt 

Integratido por partes, i u dv — uv - \ v du siendo u = e~^, dv — dj\ v - f, 
J:[dfidi\ = P^"/] "/ /<-s^''Odt = -/(0+) + ^Pfe-^tat = -/(0+) + aF(s) 

en dondc/(0 + ) es el valor dc la funcion cuando se aproxima a cero por la derecha, es decir, el valor de la 
funci6n para t = (0+), 

Ejemplo 5. Hallar la transformada de Laplace de la funcibn integral, J fii)dt, 

Ap(t)dt\ = J" J/(t)di e-^^dt 

Integrando por partes, haciendo u = j f{t)dt y dv = e'" dt. 



= \i'nn 



dt 



+ 7F(s) 



+ 



en donde I fit) dtl es el valor de la integral en + , que se puede escribir tambien/" '(0+ }. Asi, pues, la trans- 
formada de Laplace de una integral es 

Aj mat = ^F{s) + ^/-i(o-f-) 

Los pares de transformadas obtenidos figuran en la Tabla 17-1. 



APLICACION AL ANALISIS DE CIRCUITOS 

En el circuit© serie RC representado en la Fig. 17-2 el condensador tiene una carga inicial ^q con 
la polaridad indicada en el esquema. Al cerrar eJ intermptor, debido al generador de tension constan- 
te K, y a dicha carga inicial, circiila una corriente de intensidad variable i, de manera que la ecuacion 
diferencial del circuito es 



Ri + 



hf' 



dt = V 



{$) 



Llamando /(s) a la intensidad de corriente en el dominio de la va- 
riable s y aplicando la transformada de Laplace a cada terraino de 
la ecuacion (2) resulta 






(S) 




Fig. 17-2 



Ahora bien, /"'(0+) = I i df = ?(0+). La carga inicial qo es positiva en la armadura 



superior del condensador, la misma que la del borne superior del generador V. Por tanto, el signo es 
posiiivo. Introduciendo ^o ^" '^ ecuacion (4), 

V 

s 

Agrupando tcnninos y sacando factor comun /(s). 



«^w -^ ^ + ci 



(i) 
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Tabla l?-! 
TRANSFORMADAS DE LAPLACE 





m 


F(s) 


1, 


A t S: 




2. 


At t^Q 


A 

52 


3. 


c-°t 


1 
s + a 


4. 


fe."<" 


1 

(s + a)2 


5. 


sen «t 


u 


S2 + «2 


6. 


cos ut 


s 


S2 + «^ 


7, 


sen {ut + 9) 


s sen tf + w cos $ 


a. 


cos (ui + tf) 


s cos ff — « sen s 

S2 + «2 


9. 


e'°^ sen hj( 


u 


<S + a)^ + «-i 


10. 


e-^f cos «( 


(s + o) 


(s + a)2 4- w^ 


11. 


senh w( 


u 


s2-«2 


12. 


cosh wi 


5 


s^-u2 


13. 


dffdt 


sF(B) - /(0-+) 


14. 


f nt)dt 


s s 


15. 


fit - ti) 


e-'.'F{s) . 


16. 


flit) + /j(£) 


F,(s) + F2(s) 
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/(s) 



L-S/ S 



f?0 

Cs 

V ~ qo/C 



(«} 



(?) 



La ecuacion (7), en el dominio de la variable s, tiene su correspondiente / en et dominio del tiem- 
po L La operacion por la cual F(s) &e transtorma en/{r} se llama transformada inversa de Laplace, y 
se representa por el simbolo J£^^ [F(s)] = JU)- En la Tabla 17-1 se observa que la funcion F(s) del par 
de transformadas 3 equivale al termino t/{s + i/RC) de la ecuacion (7). Asi, pues, de la definicion de 
la transformada inversa de Laplace y de la labia se deduce 



^->(/(s)] = i = 



V~ qn/C\^_, 



_ J 



^ R ^ 



(S) 



La ecuacion {<?), en el dominio del tiempo, es la corriente transitoria que comienza a circular en 
cuanto se cierra el interrupter en un circuito serie RC cuyo condensador coniiene una carga inicial ^q. 
En la ecuacion (i), en el dominio de la variable s, ya se habian iniroducido las condiciones iniciaJes y, 
en consecuencia, la ecuacion que resulta de !a transformacion inversa contiene dichas constantes. 

Observese que por simples operaciones ajgebraicas en {6] y (7), la funcion /(s) se ha reducido a 
uno de los tipos que aparecen en la tabla, facilitandose de este modo la obiencion de la transformada 
inversa de Laplace- 
En la Fig, 17-3 se representa la funcion del liempo con una corriente -inicial {V - qJC)lR. Si 
W^ = J^ no existe regimen transitorio, ya que la carga inicia! del condensador produce una tension 
igual a la tension aplicada V. Si la carga inicial q^ es de poiaridad opuesta, cambia el signo asociado 
a qaJC, con to que la intensidad de corriente inicial podria ser muy grande. 

Al cerrar ei interrupter en el circuito serie RL de la Fi- 
gura 17-4, debido al generador de tension K, circula una co- 
rriente de intensidad variable f de nianera que, segun las leyes 
de Kirghhoff, 



at 



V 



(5) 




Fig. 17-3 



Aplicando directamente la transformada de Laplace a cada 
termino resulta 



RI{s) + sL}{s) ~ Li(0+) ^ 



^[Ri] + ^^L^j. - 



v-^ 



^[V] 



V/s 



{10) 

in) 




Fig. 17-4 



La corriente inicial /(0+ | en un circuito serie RL, que es cero antes de v^errar el interrupter, tambien 
lo es para / = 0+. Sustituyendo /(0+) = en la ecuacion [U), 



I{&) (/? + sL) = V/s 



de donde, 



/(s) 



s {R + sL) 



l\. 



1 



V 



L \sj (s + R/L) 






La funcion en ia variable s de la ecuacion {13) no aparece directamente en la Tabla 17-1 ; sin em- 
bargo, si se escribe en la forma A/s + B/is + RjL\ teniendo en cuenia los pares 1 y 3, el par 16 indica 
que la funcion de! tiempo total es la suma de dos funciones del tiempo, es decir, J£~ ' [Fi(s) -H F2(s)] = 
/j(0 -^ fiU). Para obtener la suma deseada se dcscompone el segundo miembro de {13], prescindiendo 
de la constante V/L, en una suma de dos fracciones 



A 
s 



B 



A(s + R/L) + ^s 



s{s + R/L) s ■ (s + R/L) " s{s + R/L) 

De los numeradores se deduce la siguiente ecuacion en la variable s: 



iU) 



1 := (A+B)s + AR/L 



(15) 
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Iguaiando los coeficientes de los terminos de igual grado en s resulta 

A + B = 0, A ^ L/R, B ^ -LIR (jgj 

Medianle las fracciones simpJes indicadas, con A yj B deierminados, la ecuacidn {13) se convierte en 

Aplicando las transformaciones I y 3 de la Tabla i7-i se obtiene la expresion de la transformada 
inversa, es decir, 



^-m] = i = y<-{y-^-{^^^ 



m 



V 

con lo que i - -(l - g-'^^'*') ^jm 

La ecuacion (/9| es el conocido crecimiento exponencial de la intensjdad al valor y/R del regimen per- 
manente. 

METODOS DE DESARROLLO 

En el analisis de circuitos es necesario, con mucha frecuencia, expresar un cocienie como suma 
de fraccioiws simples con objeto de hallar la transformada inversa de Laplace, ya que en el dominio 
de 1^ variab/e s la corrienie suele venir definida como cociente de dos polinomios en s, 

/(s) - P(s)/Q(s) pQ^ 

en donde Q{s} es de mayor grado que P{s). Ya hemes visto un ejempio de desarrollo de un cociente en 
la ecuacion {14). 

Vamos a examinar ahora la aplicacion del meiodo de desarrollo en fracciones simples a los dife* 
rentes casos que se presentan con los cocientes de dos polinomios, Asimismo, veremos otro importante 
metodo basado en la formula del desarrollo de Heaviside. Su aplicacion conduce, por otro camino 
al catculo de la transformada inversa de Laplace de un cociente de dos polinomios. 

1, Desarrolto en fracciones parciales. 

La ecuacion {20) se puede escribir como una suma de fracciones cada una de las cuales tenga por 
denominador uno de los divisores de ^(s) y por numerador una constanie. En el desarrollo del cocien- 
te Pis)/Qis] se deben considerar las raices de Qis], Esias pueden ser reales o complejas, lo cual da lugar 
a ios siguientes casos, 

Caso L Raices reales simples de Q{^). 

Consideremos la siguiente expresion de la intensidad de corrienie en el dominio de la variable s. 

Descomponiendo en factores ^(s), !a ecuacion {2}) adquiere la forma 

j( \ - s-1 ^ A B 

^^' {s + 2)(s + l) s + 2 s+1 ^^^f 

Para s= — 2ys= —1 la expresion anterior tiende a infinilo; esios valores de s se liaman /?o/oj 
simples de la funcion. El coeficiente de un polo simple s = Sq viene dado por /(s) (s -So)|^^ Por tan- 
to, para hallar el coeficiente A, multiplicamos los dos miembros de {22) por (s + 2): " 



S " } 

Sustituyendo s — —2, A — ■ ■■ - ^ - 



= 3 

1= -2 
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Analogamentc. 



B = 



= -2 



i = -l 



s + 2 
Suslituyendo estos valores en (22), la intensidad de corriente en et dominio de la variable s es 

3 . -2 



lis) - 



s + 2 '^ s + 1 



m 



La iransformada inversa de Laplace de /{sj, de la labia 17-1, es / - 3e ^' ~ 2e''. 
Otro meiodo. Multiplicando los dos miembros de {22} por (s + 2)(s + I )■ 

s-1 = A{s + 1) + B(s + 2) = {A+B)s^A-h2B 

Igualando los coeficientes de los lerminos de igual grade ens, y4+i?= ] y A + 2B = — 1, Por tan- 
to^ A — 3 y B " —2, que son los mismos valores que se obtuvieron anteriorniente, Esle metodo con- 
duce siempre a un sislema de ecuaciones que se ha de resolver para deducir los coeficientes, mientras 
que en el primer metodo se obtienen ecuaciones independienles para cada coeficiente. 

Caso 2. Raices reales multipfes de Q[^). 

Consideremos la siguiente expresion de la intensidad de corriente en e! dominio de Ja variable s: 



/(s) = 



P(s) 



Enionces. 



s(s^ + 6s + 9) 
B 



s{s + 3)2 



s s + 3 



+ 



s(s + 3)2 s ' s + 3 ■ (s + 3)2 

Multipiicando los dos miembros de {26) por s y haciendo s = 0, 

1 



(25) 



A = 



»=o 



1 
9 



En el caso de raices multiples, el coeficiente del termjno de segundo grade viene dado por 
/(s) (s - So)* 1,=,, . Por consiguiente. 



C = il. 



l = -3 



1 

3 



El coeficienie del termino lineal viene dado por la expresion -5- [/(s) (s — so)^] 



. Es decir, 



* = «B 



B 



ds\s 



) = -3 



I --3 



1 

9 



Sustituyendo estos valores en la ecuacion [26) se obtiene la intensiidad de corriente en ei dominio 
de la variable s, 



ju) ^ i i^„ 

^' s s + 3 {s + 3)= 



(27) 



con to que la transformada inversa de Laplace cs i = ^ - ^c ^' - \te^^'^ 

Otro metodo. Multiplicando los dos miembros de (26) por s(s + 3)^ resulta 

1 = A(s + 3)^-f ^s(s + 3) + Cs = (A + B)s^ + (6A+35 + C)s + 9A 

Igualando los coeficientes de los terminos de igual gratlo en s, /J + B — (),(yA + 35 + C = y 9/i = 1 ; 
por lanto. /1 = 5^ B = — ^ y C= — j, que coincide con lo que obtuvimos anleriormente. 

Caso 3. Raices comp!ejas de Q{s}, 

Consideremos ta siguiente expresion de la intensidad de corriente en el dominio de ia variable s: 



^^ Q(s) S2-1-4S + 5 



(s + 2 + j){s + 2-3) 



(tS) 



Como las raices de Q(s) son complejas conjugadas, los numeradores dedas fracciones lambien ban 
de ser conjugados. Es decir. 
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1 _ A A* 

(s-f2+y){s-f2-;-) ~ s + 24-y "^ 5 + 2-j <**) 

Multipticando los dos miembros de (29) por (s + 2 + y) y haciendo s = -2 - J resulta 



A = 






s + 2 - ? 
Sustituyendo estos valores en la ecuacion (29), la. intcnsidad de corriente en el dominio de la variable s es 

La transformada inversa de Laplace es i = e~'^' sen /. 

Otro metodo. Multiplicando los dos miembros de (29) por (s + 2 +jKs*+ 2 - j) se obtiene 

1 = A(s + 2-j) + A*(s + 2 + ?) 

Iguatando los coeficientes de los lerminos de igual grado en s, ^ + A* ~ Oy Ail - j) + A*i2 + j) = 1; 
por tanlo, A = J^ y A* = -ji. 

2. Fdnuula dd desarroUo de Heaviside. 

La formula de Heaviside establece que la transformada inversa de Laplace del cocicnte 
lis) - P{s)/Qis) es 






en donde los coeficientes a^ son las n raices distintas de g(s), 

Apiicando este desarrollo de Heaviside a la expresidn de la intensidad de corriente en el dominio 
de la variable s del case 1, 

^^*^ " Q{5) ' s' + 3s + 2 " (s + 2)(s + l) ^^* 

Ahora bien, P{s) = s - 1, ^{s) = s^ + 3s + 2 y g'(s) = 2s + 3- Las raices son ^jj = -2 y iij = -I. 
De {31) se obtiene 

' - -^ LQ(s)J " 0'{-2)^ ^ Q'(-l)' ^1^ ^ 1^ 

TEOREMA DEL VALOR ESflCUL 

Del Ejemplo 4, 

{df/dt)€-'*dt ^ sF(s) - /(0+) {SS) 

Haciendo el limite de la ecuaci<5n (33) cuando s -+ co, 

lim (^ {df/dt)e-'*dt = lim {sF{s) - /{0+)) {S4) 

En el integrando aparece la funcion ^^*', que tiende hacia cero cuando s -► oo, Por tanto, 

lim(sF{s) -/(0+)} = (SS) 

Como/(0+) es una constante podremos escribir la expresion [35] en la fonna 

/(0+) = lim{sF(s)} iS6) 

La ecuaci6n {36} constituye el enunciado matemdiico del teorema del valor iniciaL Por consiguiente, 
para hailar el valor inicial de una funcion del Uempo,/(0. se multiplica por s la funci6n correspondieaie 
F(s) en e! dominio de la variable s y se hace el timite cuando s-^ oo. 
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Ejempio 6. 

En el circuito serie RC de la Fig, 17-2 la expresi6n de la intensidad de corriente, en el dominio de la va- 

y-qJCf 1 \ 
riable s, es /<s) = S~" ((&+ l/iJC)/ b^'^^^ ecuacion (7)]. Hallar la intensidad de corriente inicial i(0+) 

aplicando e) tcorema del valor inicial. 
De la ecuacion {36). 

J V - qp/C / s nI V-Qq/C 

'^'^\ - ItA^R— [l^TljRCl)] = —R^ 

Este resultado se pone de maniiiesto en la Figura 17-3, 
TEOREMA DEL VALOR FINAL 

£n el Ejemplo 4. 

J:[dfldt] ^ f idf/dt)e-*' dt = sF(s) - /(0+) {S7) 

Haciendo el limite de la ecuacion (37) cuando s-»0, 

J^ DO 
{df/dt)e-"dt = lim {sF(s) - /{0+)) {S8) 

Como \imC{df/dt)e-*'dt = C df = f{^) ~ fiO) y Urn /(0+) = /(0+), Ja ecuacion 
(J5J se convierte en fM - /(O) = -/(0+) + lim {sF(s)} (39) 

obien /(«) = lim{sF(s)} W 



(^-+0 



La ecuacion (40) constituye el enunciado matem^tico del teorema del valor final. Por consiguiente, 
para hallar el valor final de una funcion del tieTnpo,/(f), se multiplica por s la funcion correspondiente 
F(s} en el dominio de la variable s y se hace el liraite cuando s -s^ 0. Sin embargo, la ecuaci6n (40) solo 
se pucde aplicar cuando todas las raices del denominador de s F(s) ticnen las partes reales negativas- 
Esta restriccion excluye las funciones senoidales^ ya que la funcion seno estd indeterminada en el in- 
finito. 

Ejeoaplo 7. 

En et circuito serie RL represeniado en la Fig. 17-4 la iniensidad de corriente en el dominio de la variable 



s cs 



Tt^\ ^ -— J i — - > fvease ecuacion (/7)1. Hallar la intensidad final aplicando el leorema de] valor 



fin^il. 

De !a ecuacion {40 j. 



1.;-) = lim ^ J-- , ^\n f ^ ^^^ 
, ^ fi 1 s Si- R/L J 



ANALISIS DE dRCUITOS EN EL DOMINIO DE LA VARIABLE s DE LAPLACE 

La ecuacion del circuito serie RLC representado en la Fig. 17-5 es 

Esta ecuacion intcgrodiferenciai ha side resuelia en el Capiiulo 16 por los metodos clasicos al efecto. 
En regimen permanente senoidal, las impedancias complejas de los tres elementos del circuito R, 
L y C en funcion de ta, son /?, }(iiL y 1 -^cyC, rtspectivamente. Transformando la ecuacion del circuito, 
escrita en el dominio del liempo, al dominio de ta pulsacion, las corrienies y tensiones se convierten 
en fasores. En estas condiciones, la ecuacion del circuito serie RLC de la Fig. 17-6 es 

R\ + UL\ + (l/juiQI = V U2) 

La ventaja que se deriva de la iransfonnacion es que la ecuacion transformada se puede tratar algebraic 
camente despejando en ella el fasor intensidad de corriente V Las diferentes caidas de tensidn son los 
productos de la impedancia de cada elemenio particular del circuito por dicho fasor intensidad. 



X 



CAP. 17] ANALISIS DEL REGIMEN TRANSITORIO POR LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

r^wvw^^lRnr^ — If- 



273 



T-^tm/--nm^ — If- 

R L 



<y 



V 

Fig. 17-5 



-j/uC 



V 

Fig. 17-6 



En el metodo de la transformada de LapJace, a Ja | VWV\A--'TJM""W^~\-— If— --/^^%-, 

caida de tension en una resistenda Ri, en d dominio del » ^^ ^^ " \,J^ 

tiempo, corresponde Rf{s) en el dominio de la variable s. ■ 
Anilogamente, a la caida de tension en una bobina, 
Udildt) corresponde sL/(s) - i((0+ ), y a la caida de ten- 



R 



LiiO+) ifiC 9o/»C 



sion en un condensador, p^ { i dt, corresponde — /(s) -t-p;, 

Por consiguiente, el circutto serie de la Fig. 17-7 satis- 
face la ecuacion 



o- 



Vis) 
Fig. 17-7 



Rlis) + sL/(s) - Li{0+) + ^/(s) + ^ = V{s) 



o bien 



r{&){R + &L + l/sC) 



V{&) - q^l^C + Li{0+} 



(45) 



En la ecuacion {44) el termino /f + si + 1/sC, o impedancia Z(sJ en el dominio de h variable s, 
es la relacion entre la excitacion y la respuesta. Se observa que 2(s) tiene la misma forma que Ja impe- 
dancia compleja en regimen permanente senoidal, R -h >toZ, 4- i,'>a>C. El sistema de ecuaciones que 
resulta al aplicar los metodos de las corrientes de malla y tensiones en ios nudos en ei anatisis de cir- 
cuitos se transforma facilmente al dominio de la variable s, tenkndo en cuenta Jos signos y las condi- 
ciones iniciales 1/(0+) y ^o/sC 

Consideremos el circuito represenlado en la Fig. 17-8(a) per el que circula una corriente de inten- 
sidad /o cuando ei inlerruptor esta en la posicion 1. En el instante / = 0, el conmutador pasa a la po- 
sicion 2, introduciendo en el circuito un generador de tension constante K y una carga inicial q^ en el 
condensador. El sentido positive de la corriente i cs el de las agujas del reloj, como aparece en el es- 
quema. 



R ^..^^ L 

to 





P^WW^-^TJ^RT — O — 1( — Ol 



Li(0+) 1/sC Qo/sC 



./(■) 



o 



Fir 17-8 



La tension constante del generador se transforma en V/s, y la intensidad de corriente que circuJa 
en /(s), como se indica en la Fig. 17*8(/?}, Los terminos que consiituycn las condiciones iniciales repre- 
sentan generadores cuyo sentido aparece en el esquema del circuito y la ecuacion correspondiente es 
identica a la ecuacion {44). Es evii^iente que si la corriente inicial /^ circulara en sentido contrario, o la 
carga qo tuviera polaridad opuesta, los signos de los tenninos LiiO + ) y qo/sC, respectivamente, cambia- 
nan de igual forma, Los ejemplos siguientes ponen de manifiesto como las ecuaciones en el dominio dc 
variable s son analogos a las ecuaciones fasoriales que vimos anleriormente. Todos los teoremas de 
circuitos estudiados en regimen permanente senoidal tienen su expresion en el dominio de la variable s. 
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Ejemplo 8. 

En eJ circuito de dos mailas de la Fig. 17-9 se eligen las corrientes de malla en el dominio de la variable s 
como se representa en el propio esquema. Si se cierra el jnterrupior en el instante / = 0, deducir las expresiones 
de /i($) e /ils). 

Al cerrar el inierruptor se aplica al circuito la tension 
V/s del gencrador, y el sistema de ecuaciones en las corrien- 
tes de malla cs 



fii/j(s) - R^his) 



V/s 



{Ri + Ri + sL)h(s) - Rild^) = Li{0+) 

Como la intensidad de corriente inicial en la bobina es cero, 
el sisiema anterior, escrito en forma matricial. es 



f/«:h 




R, 



-R. 



-Ri J?i + J?2 + sLJ L/2(s) 



/i(s) 



v/s 




Fiff. 17-d 



Para despejar los va lores de J^(s) s fiis] x resudve d 
sisiema por el meiodo de sustitucion o por ia regla de Cra- 
mer; en cualquier caso, se obtiene 

Vri?i + R2 + sLl 



V Hi i- t(2 + sL> \ , ^ . 



■ (ff, + iL) 



Ejemplo 9. 

Escribir la ecuacion, en el dominio de la vanable s, de 
la tension correspondienie al nudo principal del circuito 
representado en la Figura 17-10. 

El nudo / y e! de referencia se eligen como se indica 
en el esquema ; al cerrar el inierruptor, la ecuaci6n del nudo es 

Vi(s) - V/s - L t(0+) ^ Vi(s) ^ 2^U) ^ ^ 
o (1/sL + l/R, + UR2) V,[s) = y^^+^^^^<>+) 






+ 

v/i:=: 




Ftf. 17-10 

La intensidad de corriente inicia! por la bobina es cero; por tanto, la ecuaci6n de la tension en el nudo, (^i(s), « 



'.(s) - ^( 



KiR 



1^2 



s V R1R2 + bLTJs + sLJ2 



i) 



Ejemplo 10. 

Escribir el sisiema de ecuaciones en las corrientes de 
maila, en el dominio de la variable s, de! circuito representa- 
do en la Fig, 17-11 en el caso de que la carga inicial del con- 
densador sea (Jq. 

Se eligen las corrientes de malla como se indica en el 
esquema. Aplicando las leyes de Kirchhoff a las dos mailas, 

(/?, + fl^) /lis) - R^I^is) = V/s 
y iRi + ViOL^is) - Rili{&) = -qJsC 

Este sistema de ecuaciones, en forma matricial, es 



t Ri + Rj -fl, /](s) 

[ -Ri J2i + 1/scJ ^/2(s) 



V/s 
-flo/sC 




Pig. I7'li 
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ProWemas resueltos 

17-1 HaJiar la transformada de Laplace de la funcion .-' cos <o(, siendo a una constante, 
Por definicon, ^ [/(()) = j^ me'-* dt, aplicada . ia funcion dada. resuJta 

J-'OO 




s + a 



17-2 Si£jy(/)] = F(s). demostrar que £[^- "/?/)] = F(s + fl). ApJicaresteresultadoal Pro bJema 17-1, 

f(t}e-»*dt = F(»}. Enionces, 

ft 



'0 



U) 



Como ^ (cos «(] = ^^, (veas. Tabla IM ). de (> } se deduce ^ [«-« coa „t] = ^^^^^j^. pomo se ob- 
tuvo en el Problema 17- L 



17-3 Hailar la transformada de Laplace de Ja funcion fU) = I - e''\ siendo a una constante. 
Tendremos 

L * * + ° Jo s s + o - 

17-4 Hallar <-[jp^]. 



s(s + a) 



Descomponiendo en fracciones simples, 





s(s2-a2) 


en donde los coeficientes son 


1 - ^ 




'^ ~ s2-o! 


Ahora bien, ^-i 


r I 1 _ ._, 


s(82-a2) ^ 



= ^ + ^+ c 



s B + a s — a 



= =i c = 



1 



s(s-a.) 2a* *(5 + a) "~ 2ai 



= —a 



<«= 



Buscando en !a Tabla 17-1 las funciones del tiempo correspondientes, 

- _ -L 4. ^ /**' + e~"' \ 1 , 

o2 "^ a^t^ 2 J = ^(coshot-1) 
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17-5 Hallar ^"T, 
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S+ 1 



t;\ 



s(s^ + 4s -f 
DescomponiendQ en fracciones simples, 

s+ 1 „ A 



Entonccs. 



A = 



s + 1 [ 



4 s + 2 ^ (s + 2)2 



1 

4 



C = 



s + 1 



» = -2 



1 

2 



El coeficiente del term J no de segundo grado es 



»=-2 



S2 



|»= -8 



1 

4 



Ahorabien. .C-ir , / + ^ 1 = ^-» f-l + -f"' f — ^1 + .^-i F ^ 1 

Buscando en la Tabla 17-1 tas funciones del ticmpo corrcspondjentcs, 



'[ 



s + 1 



s(s^+4s + 4)_ 



= 1 _ 7^-^* + Ite-^t 



17-6 En eJ circuito scric RC representado en la Fig. 3 7-12 
la carga inicial del condensador es ^o = 2500 x 10"* 
cuJombios, En el instante / = se cierra cl interruptor, 
con lo que al circuito se Ic aplica una fuente de tension 
constante K = 100 voltios. Hallar la intensidad de la 
corriente que circula aplica ndo el metodo de la trans- 
formada de Laplace- 

La ecuacidn del circuito en el dominio del liempo, despues 
dc cerrar cl interrupter, es 



100 V 




SO tiF 



Ri + 



-c/ 



idt - 



o bJen 



lOt 



Fig. 17-12 



U) 



Aplicando la transformada de Laplace a los tcrminos de (/) se obtiene la ecuacion eh el dominio de la variable s, 

/(s) , ?o 100 



10 /(s) + 



+ 



(«) 



50X10-«S ' BOXlO-»9 s 

Como sc muestra en cl circuito, la polaridad de la carga q^ es opuesta a la correspond iente de la fuente ; por 
tanto, la ecuacion en eE dominio de ia variable & es 



10/(»> + 



/(s) 



50XlO-«s 



2500 X 10-» 
60 X 10-6 s 



100 
s 



Agrupando tcrminos 



o bien 



l{s) [ lOs + 2X1Q< 1 _ 150 



/(s) = 



15 



i3) 
ii) 



s + 2 X 10» 
Aplicando ahora la transformacion inversa de Laplace resulta la funcion del tiempo 

<-.[Wl = i = <-.[;-^iL_] = J5,— ■. 

Si )a carga inicial q^ fuera positiva en la armadura superior dct condensador el signo dc qJ^C 
en la ecuacion (J) seria positive. En estas condiciones, el segundo micmbro de la ecuacldn {4) seria 50/s, con 
lo que circularia una corriente de intensidad i ^ Se"^"* '*^*' A. 

17-7 En cl circuito RL representado en la Fig. 17-13 el interruptor permanece en la posicion 1 hasta 
que sc establece el regimen permanente, y el instante / = pasa a la posicion 2. Hallar la inten- 
sidad dc la corriente que circula. 
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Supongamos que eJ seniido de circulacion de ]a ccrriente es el 
que aparece en el esquema. La intensidad inieial es i^ = -50/25 - 
-2 A, 

La ecuacion en el dominio del tiempo es 



25/ + 0,OHdi/dt) - 100 
Apticando ia transformacion de Laplace en (/), 

25 /(s) + O.Ois m - 0,01 /(0 + ) = lOO/s 
Sustituyendo f(0+) por su valor, 

25 /(s) + 0,01s /(s) + 0.01(2) = lOO/s 
100 0.02 10* 



Pig. 17-13 



de donde 
DesarroJIando 



m^ 



s(0,01s + 25 J 0,01s + 25 $($ + 25O0J s + 2500 



10* 



s^ + 2500^ ^^ '^ ecuacion {4) en fracciones simples. 



10^ 



s(s + 2500} 



Emonces. 



A = 



104 



s + 2600 1, = 
Sustituyendo en la ecuacion {4], 



= 4 



s s + 2600 

10< 



* [i = -2S00 



m = i i 2_ 

s s + 2500 s + 2500 



_ 4 
s 



6 



s + 2600 



Fig. 17-14 
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23fi 



0.01 H 



(J) 
(4) 



is) 



m) 



La iransformada in versa de Laplace de la ecuacion (6) ts i = 4 - ft*--^*""' 

17-8 En el circuito serie RL representado en Ja Fig. 17-14 se 
cierra el interrupter en el insiante / -^ 0, con lo que aJ cir- 
cuito se aplica un generador de iensi6n exponencial v = 
50^-100' voltios. Hallar la intcnsidad de la corricnte que 
circula. 

La ecuacion de este circuito, en el dominio dd tiempo. es 
Ri + Lidi/dt) - V {}) 

En el dominio de la variable s, Is ecuacion (I) adquiere la forma 
Rl(s) + sLHs) - L»(0+) = V{s) (,j 

Sustituyendo en (2) las constantcs del circuito y la transfonnada de la fuente V{s} = 50/(s -f 100} 

^ .... 250 




ton 



0,2 H 



IO/[t) r SfO,2)/ls) . = 



s + 100 



o bien I{s) = 



(a -*- 100)(s + 50) 



(J) 



Medianie la formula del desarrollodeHeaviside .C~' f/(s)l - j*-i f^^^H - "^ ^^**' 

LOW)] ~ n=t2 QVJ"'"*''*'"''*^ 



PW=250. (?(s) = s2+ 150s + 6000. Q'(s} = 2s + 150. fl,^- 100 y a^ = -50. Por 

17-9 AI circuito serie RC representado en la Fig. 17-J5 se le 
aplica un generador de tension senoidal t; = 180 sen (2000/ 
+ 0} voltios y el condensador tiene una carga inicial q^ = 
1250 X 10"^ cuiombios con la polaridad indicada. Hallar 
la intensidad de ia corriente que circuia por el circuito si 
se cierra el interrupter en el instante en que <l> * 90". 

La ecuacion del circuito, en el dominio del tiempo. es 



tan to. 




25 (iF 



***' "*" 25 X lQ-«> J * ''^ - ^8° ^^" (2000t + 90°) (J) 



Piff. 17-15 
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Aplicando la transformada dc Laplace a la ecuacion {I) resuita ta ecuacion en el dominio de !a variabJe s, 

1 ►, . , *o _ .oftfssenSO*' + 2000coa90'^ 



Iniroduciendo en (2) el valor de la carga inicial ^o. 

>rt J/ ^ ^ 4 X 10" ,, , , 1250 X 10-« 
40 /(s) + lis) + 



s2 + 4 X 10« 



180 s 



•] 



(t) 



o bien 



/(*) = 



26X10-«B 

4,5 si 



s» + 4 X 10* 



1,26 

(si + 4 X 100)(5 + 103) , + i(fi 



Aplicando la formula dd desarrollo de Heaviside al lermino 



4,5 $2 



de (4) resuita 



i4) 



(s2 + 4 X 10fl)(s + 10*) 

P(s) = 4.5 s^, Q(s) = s8 + 10' i* + 4 X 10« * + 4 X 10», Q'(») = Ss2 + 2xlO»s + 4X 10«, 
Oj = — j2 X 10^, oj = j2 X 10^ y <i3 = —10^, En estas condiciones, 

; - P(-y2xl0^) ,-i2xi«^t + f(J22O0f)_ i2xio't . f^f-10^) e-iD*t _ i as^-w'. 
* " Q'M2xlQi) Q'(;2X103) O'<-10») ' 

= (t.8 -jQ,9)e^^^''°'' + {1,8 + j0.9)e^^'"°'' - 0,35^^'°" 

= - 1,8 sen 2000^ + 3,6 cos 2000/ - 0,3 5f "*'' 

= 4,02 s^a. (2000/ + 116,^^) - 0.35^-'*''' 

Para / = 0, la corrienie viene dada por el cocienie entre la tension insiantanea —tension de la fuente 
mas tension de la carga del condensador — y la resistencia. Esto es. 

/l80sen$0« - ^ 



^, ^ {iausen..- - J^^l^.^ )/ ^0 = 3,25 A 
Si hubieramos hecho ; = en la ecuacion {4) se habria obienido el mismo resultado. 



17-10 En e] circuito serie RL representado en la Fig. 17-16 la 
tension senoidal del generador viene dada por tJ = 100 
sen (500/ + 4>) voltios. Hallar la intensidad de corriente 
que circula si se cierra el interrupter en el instante en 
que = 0. 

La ecuacion geaerat de un circuito serie RL, en el dominio 
de la variable s, es 

B/(s) + sL/(5) - Lt(0+) = V(s) U) 

La transformada de la fuente para ^ es V(5) = 12 ~ + '' (kqq \ 2 ' 

Como no existc corriente inicial en la bobina, L /(Oh- ) = 0. Sus- 
tituyendo las constanieK del circuito en la ecuacion (7), 

6/{s) +O,0l/{s) = ^, ^ gg ^ 104 
Desarrollando {2) en fracciones simples. 




0.01 H 



de dondc l{s) — 



Piy, 17-16 



5x10" 



(s* + 26X10*) (8+ 600), 
10 



(«) 



<*) 



Entonces, la transformada in versa de (i) es 

t = lOsenSOOe - 10co»600( + lOe-*"' = 10e-*<»« + 14,14 sen (500 1- tr/4) 



17-11 En el Problema 17-10, si la funcion de tensioti se escribe en la forma 

se introduce un termino coseno en el generador. HaDar la intensidad de corriente por el cir- 
cuito del Problerna 17-10 mediante la ecuacion (J), 

Pira V = lOOf-'*'^'", V{s) = 100/(8 - y500), y la ecuacion en el dominio de la variable s es 

6/(s) 1- 0.01 /(fi) = I00/(s-j500) y /(•) = 10*/{s-- j6O0)(« + 6O0) (f> 

Desarrollando en fracciones simples, /(s) — ■■;;_■ -^^^ t _■'",' ka* \'' 



j500 



8-1- 600 
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i = {10 -jl 0)615001 + (-10 + ilO)e-5W 

= l4,U{cog(500<-if/4) + ;sen{500e-,r/4n + (-10 + ?10)<-MOt (^) 

Como d generador de tension dei Problema 17-10 solo conti.ne h parte imaginaria de (/) la intensi- 
dad que circuia es la parte imaginaria de la ccuad6n (^j, ■ v/j, la intensi 

i = 14,14 sen (600 t-ir/4) + lOe-soot 

17-12 En el circuito serie RLC representado en la Fig. 17-]? no 
existe carga inicial en el condensador. Si se cierra el inte- 
rrupter en e! instante / = 0, halJar la intensidad de co- 
rriente que circula. 

La ecuacion del ctrguito, escrita en el dominio dej tiempo, es 



50 V 



Ri + L 



■'dt^ C J 



idt - V 



H) 




0,5 F 



Aplicando la iransformada de Laplace a los terminos de (V). se 
deduce la ecuacidn en el dominio de ia variable $ 



Fi«. 17-17 



am + sL/(s) - L,(0+) + 4,/(s) + ^ = Z 



(2) 



Las condiciones inidales son L ;(0+ ) = y ^./.C = 0. S.stituyendo las constantcs del circuito en (2) resulta 



2/(s) + ls7(s) + ^/(s) - ^ 
0,5s s 



de donde 



m = 



50 



50 



s2 + 2s + 2 
Desarrollando (4) en fracciones simples, 



m = 



/25 



(s + 1 -f J-) 



{s-t-l-r;)(s + l-j) 
j26 



U) 



(S) 



y aplicando la tratisformada inversa de Laplace a [5) se deduce el valor de la intensidad de corriente en el do- 
minio del tiempo, 

i - j26{et-i-nt_ e(-i-j>e} = 60«-'sent 

17-13 En el circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-18 se eiigen Jas dos corrientes de malJa 
como se mdica en el esquema. Escribir, en forma matricial, el sislcma de ecuaciones en el do- 
minio de la variable s y construir ei circuito correspondienie. 








''^^•".IS Fig. 17-19 

El sistema de ecuaciones en el dominio del tiempo es 

Aplicando la transloritiada de Laplace en {/) resulta ei sistema correspondienie en el dominio de la variable s, 
5 7,(s) + ~/j(s) + 2i "^ ^'i^*' = "^(*J l'*^*^^' + "^hi^) - 2t2(0+) + 5/i(s) = F(s) («) 

Ahora se puede determmar et circuito pedido en el dominio de la variable s mediante las matrices Z(s) 
/(s) y K(s). (Vease Figura l7-t9.) 



'6 + l/2s 6 ' 

5 10 + 2t 



/i(s) 



V{i) - 7o/2s 
LV(s) + 2t2(0+). 
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17-14 En el circuito de dos raaJlas representado en la Fi- 

gura 1 7-20 hallar las intensidades de corriente que 
circulan al cerrar el interruplor. 

El sisterna de ecuaciones del circuito, en el dominio 
del tiemfH>, es 



lOfi +0,02^-0,02^= 100 
dt m 



+ 
100 v^ 



ion 



0,02 "f +5/, 



0,02 ^ - 



ii] 



»2 
0,02 H 



6R 



Aplicando la transformacibn de Laplace en {1]^ 

(10 + 0,02s) /,(s) - 0.02s liis] = 100/s 
De ta segunda ecuacion de (2) se obtienc 

y suslituyendo en la primera ecuaci6n del dominio de la variable s, 



Fig. 17-2tt 

(5 + 0,02s) /;j(s)^ 0,02s /i(s) = 



(10 + 0.02s)/, (s) - 0.02sJ/i(5) 



\$ + 260y| ~ 



100 



de donde 



I,{s} = 667/3 + 250 1 
' [s(s + 166,7) J 



De la segunda ecuacion de (2) se obtiene 



10 3 33 

Ji(») = V '~ s + 166 7 con lo que u = 10 - 3,S3c->«.« 



[2) 

(5) 
(6) 



Sustituyendo [5) en ta ecuacion (i) resulta la ecuacion en el dominio de la variable s, 

con lo que t'a = 6.67^-*^''" (7) 



''"' = '•'"{i(f™)}iTW = "-"(rrVT) 



17-15 Aplicar los teoremas del valor injcial y final a las ecuaciones /i(s) e /^(s). en el dominio de la 
variable s, del ProbJema 17-14. 

Las ecuaciones en el dominio de la variable s del Problems 17-14 son 



El valor inicial de i^ viene dado per 
ti(0) = lim [s/i(s)] = 
y el valor final es 



his) = 



^'^Krrkr) 



»-►«[_* \s+ 166,7/ 



- 6.67 A 



ii(*) = lim [s/,(s)l = lim [6,67 /-^±^)1 = 6,67(250/166,7) = 10 A 
EI valor inicial de ij vienc dado per 

m = ta|, /,(.)! .= to[^6.67(^,pi^)J = 6.67 A 

y el valor final es 

Exammcmos el circuito representado en la Fig. 17-20 para comprobar cada uno de los valorcs tnicial 
y final, Ed d instante de cerrar eJ inter ruptor, la bobina presenla una impedancia infinila y la corrienic ticne 
una imcnsidad /j = /j = 10O/{10 -H 5) = 6,67 A. En cambio, en el regimen permanente^ la bobina cs un 
conocircuito; cs decir, i, - 10 A, /2 = 
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17-16 Hallar la impedancia equivalente dd circuito represeutado en la Fig, 17-20 y construir el cir- 
cuito COD csta impedancia. 

En el dominia de la variable s, la bobina de 0,02 H tiene una impedancia Z(s) = 0,02s, con la que se pue- 
de operar igual que con jaiL en el regimen permanente senoidal. Asl, pues, la impedancia equivalente vista 
desde el generador es 



Z{s) - 10 +„-r^"-'i— K - n-(v5n 



60 

0,02 « + 5 0,02» + 5 



= 15 



El circuito de la Fig. 17-21 muestra la impedancia equiv^leote. 
La iatensidad de la corriente que cirqula es 



J / i - Ziii M f s + 260 1 

''^*^ " 2(8) ~ s |l6(8 + 16$;7)/ 



it) 



Esta cxpresi6n es idctilica a la expresion (J) del Problema 1.7-14, 
con lo que la funci6n del tiempo es /j = 10 - 3,33^~ '**■'''. 



/ « + 166,7 \ 
V s + 260 / 



-=- 100/g 



Fig, 17-21 



U) 




17-17 En ei circuito de dos mallas representado en la Fi- 
gura 17-22 no existe carga inicial en el condensador. 
Hallar las inlensidades de las corrientes dc malla 
j\ c (2 9M^ circularan al cerrar el interrupter en el 
instante / - 0, 

El sisteraa de ecuaciones del gircmlo, en el dominio 
del liempo, es 



+_ 
50 V-^ 



^ 10 h 



lOt 



50»a + lOti = 50 



^: 



0.2 F 



(1) 



y e! correspondiente en el dominio de la variable s, 

lO/i(s) +r^/i(s) + IO/2U) = 60/» 
0.2s 

o bien en forma matricial, 



Fig. 17-22 



60/a{s) + iO/i(s) = 50/8 



^10 + i/0,2s 10' 


"/i<»)^ 




SO/s" 


10 60^ 


J2i*l 




_60/»_ 



de dondc /r(s) = 5/(s + 0,625) e /, = 5^-'^'"*'. 

Para hallar /j &e sustituye el valor de ij en la segunda ecuacidn ij) del dominio del tiempo; 



50/2 + 10(5e~'*-"^') -^ 50, de dondc 



,, = t - e-<^-"*' 



;40fl 



(*) 



17-18 En el Problema 17-17 hallar la impedancia equivalente del circuito en el dominio de la varia- 
ble s y calcular la intensidad de corriente total y las corrientes en las ramas. 



La impedancia equivalente, en el dominio de la variable s, es 

En la Fig. 17-23 se representa el circuito eqwivaiente per el que circula una corriente dc intensidad 



/ s + 5/8 \ 
(^s -I- 1/8/ 



m = 



V(s) _ 50 1 s -i- 1/8 1 _ g 



s + 1/8 



Z(s) s |10{s + 5/8) 

DesarroUando la expresi5n (2) en fracciones simples, 



s{s + 5/8) 
1 = 1 + 4e-6'/« 



(i) 



(«) 



(i) 
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60/1 -=- 





4011 



Fig.lT-23 Fig. 17-24 

Ahora bien, las corhentes /,(s) e I,{s) se deducen facilmente mcdianle la regla de las corrienies deriva-' 
das. En la Figura 17-24, 



6/8 



/ _40_^ _ I 

/ 1/028 N _ I 1 



dedondc i, = Se'^''^^' 

dedonde i, = 1 - ^-ctis, 



6/8 



17-19 En el clrcuito representado en la Fig. 17-25 se 
derra el interrupter en el instante f = y no 
existe carga inicial en los condensadores. Hallar 
la intensidad de corriente resultante / que se 
mueslra en el esquema. 



ion 



50 V 



r^ 



I 




La impedancia equivajenie del circuito, en el do- 
minio de la variable s, es 



Z(s) = 10 + 



Fig. 17-25 

(5 + l/s)(5 + l/0,5s) I25s^ -t- 45s + 2 



(10 -f i/s + I /0,5s) 



V{i) 50 s(lOs + 3} 



s(10s + 3) 
4(s + 0,3) 



y la intensidad de corriente, 

^^*^ ^ZH)^ 7 (125s^ + 45s + 2) ^ (s + 0,308)(s + 0.052) 
Desarrollando la corriente en el dominio de la vanable s en fracciones simples, 

1/8 31/8 1 31 



/(s) = 



s + 0,308 s + 0,052 



de donde 



• = r""°"^-r 



-0,052l 







17-20 Aplicar los teoremas de! valor inicial y final a la corriente, en el dominio de la variable s, del 
Problema 17-19. 

Como /(s) = —^^ + ^^-' la comente inicial es 



s 4- 0,308 s + 0,052 
i(0) = .1^1^ l^^t*^l ^ i!^^ |_8 (n -h0.30a j "^ ¥ U 40.0B2JJ 
y la corriente final es 



4 A 



= lim (s/(s)] = Jim [^(rrfeoS/ '^ 8 (s + 0,052J_ 



- 



Examxnando el circuito representado e« la Fig. 17-25 se deduce que, micialmente, la resistencm ^1 
del m'smo es 7? = 10 + 5(5)/10 = 12,5 y. par consiguiente, ^(0) = 50/12.5 ^ 4 A. En el regimen penna- 
nemrpues. los dos condensadores se cargan a la tension equivalente de 50 V y la intensidad de cornente per 
ellos es nula. 
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Problemas propuestos 

17-21 Hatlar la transformada de LapJace de cada una dc las funciooes siguientes- 
(a) fit) = At (c) /(/) = ^- -' sen &>/ (e) /(t)^ cosh at 

ib) m = te'- id) m = senh wt {[) /(,) ^ e-' senh <ot 

Sol. {ahie) Vease Tabia 17-1, (/) ..^ 

17-22 HaJlar la inversa de las transformadas dc Laplace de cada una de las funciones siguientes- 

3 .. 2, 



(a) F(.) = 



id) r(s) = 






(i?) F(s) = 



(»* -I- 4)(« + 6) 



s^ + 4s + 13 
Sf>/. (a) 2e-2( _ e-* (rf) i^ - ie^'t - (--si /„\ lo «^ , ^ 

(c) 10e-2'-5«-f (/) 2e-*tcoa3( 

17-23 Un circuito serie /fi. co n /t =. JO ohmios y L ^ 0,2 henrios, se le aplica en d m.tante ^ = una lensiin con.- 
tante ^ = 50 voltios. Haliar la intensidad de la corriente por el circuito aplicando d metodo de la transfor- 
mada de Laplace, SoL i = 5 - 5*?"*^* A. 

P7.24 En el circuito serie Rl representado en la Fig. 17-26 se mantiene cerrado e! interrupter en la posicton 1 hasta 
que se establece el regimen permanente y se pasa a la posicion 2 en el instance t ^ 0. Haliar la intensidad de 
corricnte que circula. Sol, i ^ 5f"*^' A. 



M) V 



f2 » 



Fif . 17-2fi 



10 (t 



+ ■ 



,.1^ son 
-0 "o— vWvW 



loon 



iw V . 



10.2 H 




Fif. 17-27 



0,1 H 



too V 



l^ 2 

IT 



50 V 



Pig, 17-28 



:iJ00n 



^o.s H 



17-25 En el circuiio representado en la Fig. 17=27 se cierra d inierruptor i en el insianie f = 0, y en cl insjante 
/ = r' = 4 milisegundosi se abre el inlerrupior 2. Hallur la intensidad de corriente en e! regimen transitorio 
considerando Jos inrervaJos < t < i' ^t < t. Sol. /= 2(1 - f'^°^')A;f = 1,06^" *^°^.'~''* + 667 A. 

17-26 En el circuito serie RL representado en la Fig. 17-28 se cierra el intemiptor en la posicion 1 en el instante 
I = 0, y en el instante t = r ^ 50 microsegundos se pasa a la posicion 2, Haliar la intensidad de corriente en 
ei regimen transitorio conaiderando los intervalos < t < t- y t > t\ 
Sol. / - 0,1(1 - ^,':!oooij j^, ^ ^ o,06t'-^^^*^^<^-^'^ - 0,05 A. 

17-27 El condensador de un circuito serie RC con R = 10 ohmios y C ^ 4 microfaradjos tiene una carga inicial 
q^ ^ ^00 X 10^^ culombios en el instante en que se cierra el interruptor y se aphca una tension K - 100 vol- 
lios, Haliar la intensidad dc corriente en el regimen transitorio si la polaridad del condensador es (a) de! mis- 
mo seniido que la polaridad de Id fiienie, (b) de sentido conirario. 
Sol. ia] i - ^-10^^"^*"!^'' A; {b) /= 30^"^^^^*^'^ A. 

17-28 El condensador de un circuito serie RC, con if ^ 1000 ohmios y C = 4 microfaradios, tiene una cierta carga 
inicia! q^ en el insiante en que se cierra y se aplica una tension ^ = 50 vokios. Sitbiendo que la intensidad de 
corriente cs / ^ 0,075^'^°' amperios, haliar Ja carga q^ y su polaridad. 
Sol. 500 X 10"^ C, de polaridad opuesta a la correspondiente de la fuente. 
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En el circuilo RC rcpresentado en Ja Fig. 17-29 se cierra el mterruptor «n la posici6n I en el instante t = 
y en ei instante t ^ t' = 1 1 (cDnsUnte de tiempo) sc pasa a la posicibn 2. Hallar la intensidad de corriente en 
cl regimen transitono considerando los intervalos < ; < ( y r > /' 
Sol. i = 0,5e-'<"" A- I = 0.516*- =""'<'-''> A 



50 V 




100 n 



6 jjFI 



SO ^F 



, ffo 



Fiff. 17-29 



zon 
Pig. 17-30 







coon 



0,3 tif 



Fig. 17-31 



17-30 En el circuito representado en la Fig. 17-30 el condcnsador. de capacidad C„ tiene una carga inidal 
^0 - 300 X 10 culombios en cl instanie en que se cierra el inlerruptor. Hallar la intcnsidad de corriente 
en el regimen transitorio. Sol. i = 2,5e"^'""<'*' A. 



17-31 



17-32 



17-33 



En el circuito serie RC rcpresentado en la Fig. 17-31 la carga iniciai del condensador es ?o = 25 x \<>-^ cu- 
lombios y la fuente aplicada tiene una tension v = 100 sen (1000; + ^) voltios. Hallar la intcnsidad de co- 
rriente que circula si e! interrupter sc cierra en el instante en que = 30" 
Sol. i = 0,1535e-**><'°' -i- 0,0484 sen (lOOOr -f 106^) A. 

En un circuito serie RLC, con /t - 5 ohmios, I = 0,1 hennos y C - 500 microfaradios, se aplica en el ins- 
tante / = una tension constante V = 10 voltios. Hallar la intcnsidad de la corriente que circula 
Soi. /= 0,72e^"'sen I39f A. 

En cl circuito serie RLC rcpresentado en la Fig. 17-32 la carga ini- 
ciai del condensador es g^ = 10~^ culombios y ei interrupter se en- 
cuentra en Ja posicidn I hasta que se establece el regimen perma- 
nentc. Hallar la intcnsidad de la corriente transitoria que circula 
por el circuito ai pasar por el interruptor de la posici6n 1 a 2 en el 
instante t = 0. 
Sot, i ^ e-"' [1 cos 222f - 0,45 sen 222/) A. 



17-34 



1 

T 



93 



g* 



:5n 



' 200 ^? 



ai H 



Fig. 17-32 



A un circuito serie RLC, con i! = 5 ohmios, L = 0,2 henrios y 
C - 1 faradio, sc Ic aplica una tension v = 10^"^^^' voltios. en el 
instante ; = 0. Hallar la intcnsidad de corriente que circula- 
Soi i - -0,666^-1^^^ ^ 0,670^-^*^*' - 0,004^^ <^'^' A. 

Un circuito serie RLC, con /f = 200 ohmios, I = 0,5 henrios y C = 100 microfaradios, contiene un genera- 
dor de tension senoidal v = 300 s«n (500^ + <t>) voltios. Haliar la intcnsidad de ta corriente transitoria que 
circula al ccrrar el interruptor en el instante en que <f> ^ 30^ 
SoL i = 0,517^-^*^'^' - 0J97f"^«'^' + 0,938 sen (500; - 19^") A. 

Un circuito serie RLC, con /? - 5 ohmios, i = 0,1 hennos y C - 500 microfaradios, contiene un gcnerador 
de tension senoidal i^ - 100 sen (250; + 0) voltios, Hallar la intcnsidad de corriente que circula si se cierra 
el interruptor en el instante en que <p = 0**. 

Soi. i = f-2^' (5,42 cos 139f + 1,89 sen 139/) + 5,65 sen (250r - 73,6°) A. 

17-37 En el circuito de dos mallas rcpresentado en la Fig. 17-33 se etigen las corrientes como se indica en el esquema- 
Escribir el sistema de ecuaciones del circuito en el dominio del tiempo, transforraario en el correspond iente 
en el dominio de la variable ■ y obtcncr las intensidadcs de corriente transitorias i^ e /^ 



17-35 



17-36 



SoL i, =2,5(1 +e-^°*') A; /, = Se' 



iO% 



^"---^ — vww- 



M V 





10 a 



2fF 



Fir. 17-33 



\ 
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17-3§ En el ctrcuilo de das mallas represcniado en la Fig, 17-34 haHar las inlcnsidades de corrientc i, e (3 que circu- 
Un al ccrrar el intcrruptor en el instantc r = 0. 
Sol i, = 0,10le^^^^ + 9,899^^^*^^^' A; ^^ - -5,05^" 1^^' + 5 + 0,5e'«**>' A. 



50 V 




I — ^wwv- 



ItiO V 



O.i H 



10 Q 



12 H 




ton 



Fir ti*ii 
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17*39 En el circuito representado en la Ftg. 17-35 el genemdor de 100 voltios hace circular una corriente coniinua 
per la primera maila y c\ intcmiptor sc cierra en el insianw i - introduciendo k r^sistCRCia de 10 ohfnios 
en paralclo con la Tama que contiene la asociacidn ed serie dc /f = 10 ohmios y L= 2 henrios. Hallar las in- 
icnsidadcs de corriente que rcsukan. SoL i^ = 1,67^'****'' + 5 A; i^ = — 0,555^^*^*'* + 5 A, 

17-40 El circuito de dos mallas rcpresentado en la Fig. 17-36 conticnc un generadqr de lensidn senoidal u = 300 sen 
(200f + ^) voUioi. En el instantc / = 0, en qyc el inguJo = 0, sc cierra ei intcrruptor poniendo en paralelo 
la segunda rcsistencia de 10 ohmios con la primera. Halhr las intensidades de las corrientc s de malla qyc circu- 
lan con !os sentidos marcadDS en e] circuito. 
Sol. }, = 3,01^^^^**' + 8,96 sen (200/ ~ 63,4^) A; /, = 1,505^-**^^' + 4,48 sen (200/ - 63.4^) A. 
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